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VOORWOORD 

Het Colloquium Numerieke Programmatuur, waarvan het eerste deel werd ge- 

houden in de eerste helft van 1976, werd georganiseerd door de Afdeling 

Numerieke Wiskunde van het Mathematisch Centrum. Het doel van de lezingen 

was voornamelijk om geïnteresseerden vertrouwd te maken met het gebruik 

van de programmatheken ACCULIB (AI.GO1, 60 en FORTRAN), IMSL (FORTRAN), 

NAG (ALGOL 69 en FORTPAN! en .W.k&L !ALGOL3 6 0 ) .  iiet colloquium was dar1 ook 

vooral bestemd voor, wat men bij de rekencentra noemt, de gebruiker. Hier- 

mee worden de vele personen aangeduid, die voor de oplossing van hun 

fysische, chemische, statistisch of andere problemen gebruik kunnen maken 

van numerieke algoritmen die in de vorm van routines beschikbaar zijn in 

de genoemde programmatheken bij de verschillende rekencentra. Er is dan 

ook zoveel mogelijk geprobeerd om aan de hand van konkrete praktijk- 

problemen het gebruik van de beschikbare programmatuur toe te lichten. 

Het gebied van de numerieke wiskunde dat in het eerste deel van dit col- 

loquium is bestreken is zeer ruim. Het omvat lineaire algebra, differen- 

tiaalvergelijkingen, speciale funkties, Fouriertransformaties en optimali- 

sering. 

Wij hopen dat de twee boekjes waarin de lezingen van dit colloquium 

zijn weergegeven voor de bovengenoemde gebruiker een nuttige gids kunnen 

zijn bij de selektie van de juiste programmatuur voor de oplossing van zijn 

problemen. Tenslotte wil de redakteur zijn dank betuigen aan degenen die 

aan de totstandkoming van deze syllabus hebben meegewerkt, met name ook aan 

mevr. I. Pins voor het typen van het manuscript en aan D. Zwarts en 

J. Schipper voor het drukken en binden van deze boekjes. 





1. LINEAIRE ALGEBRA 

1.1. Oplossing van s t e l s e l s  l i n e a i r e  vergel i jk ingen en i n v e r s i e  

door J.C.P. Bus 

(Mathematisch Centrum) 



1.1.1. Inleiding 

Bezien we het totale gebied van de numerieke wiskunde dan kunnen we wel 

konkluderen dat de numerieke (lineaire) algebra één van de meest uitgewerkte 

deelgebieden is. Met name voor de oplossing van stelsels lineaire vergelij- 

kingen bestaan vele goed geanalyseerde algoritmen en iedere programmatheek 

bevat dan ook een uitgebreide verzameling programmatuur op dit gebied. Wij 

zullen ons in deze bijdrage beperken tot vier programmatheken welke op het 

SARA-systeem beschikbaar zijn of binnenkort beschikbaar komen. Dit zijn: 

ACCULIB (ALGOL 60 en FORTRAN) ; 

IMSL (FORTRAN) ; 

NAG (ALGOL 60 en FORTRAN) ; 

NUMAL (ALGOL 60) . 

Het doel van deze bijdrage is tweeledig. Enerzijds willen wij een over- 

zicht geven van de programmatuur voor het oplossen van stelsels lineaire ver- 

gelijkingen en inversie, welke beschikbaar is in deze vier programmatheken. 

Anderzijds willen we aan de hand van een probleem uit de molecuulfysika, de 

knelpunten aangeven bij het gebruik van deze programmatuur voor het oplossen 

van bepaalde problemen. 

1.1.2. Overzicht van de beschikbare programmatuur 

We beschouwen het probleem een lineair stelsel 

op te lossen, waarbij A een (nxm)-matrix, x een m-vektor en b een n-vektor 

is. Dikwijls zal men bij een gegeven matrix de oplossing van (1.1.2.1) wil- 

len vinden voor verschillende rechterleden b. We kunnen dit noteren als: 

los op 

waarbij B een (nxp)-matrix is van p rechterleden (kolommen van B); de 

kolommen van de (mxp)-matrix X zijn dan de overeenkomstige oplossingen. 



We zullen een overzicht van de programmatuur in de vier beschouwde 

programmatheken geven door middel van een aantal tabellen. In tabel 1 wordt 

een ruwe inoeling gegeven van de verschillende stelsels lineaire vergeiij- 

kingen, waarbij naar de tabellen 2 t/m 6 wordt verwezen voor de te gebruiken 

procedures of routines. In tabel 7 wordt de programmatuur voor het inverteren 

van een matrix gegeven en in tabel 8 die voor het berekenen van de pseudo- 
+ 

inverse. De pseudo-inverse A van een matrix A wordt gedefinieerd door: 

+ A is hierdoor éénduidig gedefinieerd voor elke A. Voor de berekening 
+ 

van A zij verwezen naar sektie 1.2. 

TABEL 1 

Ruwe indeling van stelsels lineaire vergelijkingen. 

1 Eigenschappen 
l 

/ Verwijzing naar I 
van de matrix 

reëe1,vol 

n = m, rang = n 

reëel ,vol 

I n > m, rang = m I 3 l 

reëel, ijl 

kleinste-kwadraten- 

oplossing 

reëel, 

rang 5 min(n,m) 

In de verschillende tabellen worden routines, die uitsluitend geschikt 

zijn voor het oplossen van een lineair stelsel met é6n rechterlid, aange- 

geven door een asterisk ( x )  voor de naam. Bij de routines uit ACCULIB 

duidt (A) en (F) op de programmeertaal ALGOL 60 resp. FORTRAN. Evenzo duidt 
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bijvoorbeeld F04AAA/F in de NAG programmatheek op de routines F04AAA in 

ALGOL 60 en F04AAF in FORTRAN. IMSL bevat alleen FORTRAN subroutines, ter- 

wijl de NUMAL uitsluitend ALGOL 60 procedures bevat. 

TABEL 2 

Programmatuur voor het oplossen van lineaire stelsels 

met een reële, volle, niet-singuliere vierkante matrix. 

i Alleen oplossen 

geen nadere 

specificatie 

ACCULIB : *DETSOL (A) 

DET + SOL (A) 
*CROSOL (F) 

CRODEC + SOLDEC (F) 
IMSL : LEQTlF 

NAG : FO4AAA/F 

*FOQARA/F 

NUMAL : *decsol 

dec + sol 
*gsss01 

gsselm + solelm 

Oplossen met iteratief verbeteren 

IMSL : LEQT2F 

NAG : F02AEA/F 

*F04ATA/F 

NUMAL : *gssitisol 

gsselm + itisol 

Oplossen met berekening bovengrens fout 

NUMAL : *gsssolerb 

gsserb + solelm 
*gssitisolerb 

gssnri + itisolerb 



symmetrische 

positief 

definiete 

matrix 

symmetrische 

niet-positief 

de£ iniete 

matrix 

r Alleen oplossen 

ACCULIB : SYMDEC + SYMSOLE (A) 
*DETSOLSYM2 (A) 

DETSYM2 + SOLSYM2 (A) 
*DSOLSY ( F )  

CHODEC + SOLSYM (F) 

IMSL : LEQTIP 

NAG : F0 lBFA/F + F04AQA/F 
NUMAL : *chldecsoll 

chldecl + chlsoll 

*chdecsol2 

chldec2 + chlsol2 

Oplossen met iteratief verbeteren 

IMSL : LEQTZP 

NAG : F04ABA/F 

h 
Alleen oplossen 

IMSL : LEQlS 1) 

NUMAL : *symdecsoll 1) 

symdecl + symsoll 1) 

*symdecsol2 1) 

symdec2 + symsol2 1) 

I Oplossen met ieteratief verbeteren 
IMSL : LEQZS 

l) De methode, die gebruikt is in de IMSL programmatheek is stabiel voor 

indefiniete matrices. Dit geldt niet voor de methode die is gebruikt in 

de NUMAL. 



TABEL 3 

Programmatuur voor het oplossen van lineaire overbepaalde stelsels 

met reële matrix van volle rang; kleinste-kwadratenoplossing. 

Alleen oplossen 

ACCULIB : *LEASTSQ (A) 

DECOMPOSE + SOLVLQ (A) 
DCMPOS + SOLVLQ (F) 

NAG : FOlAXA/F + FO4ANA/F 
NUMAL : *lsqortdecsol 

lsqortdec + lsqsol 

Oplossen met iteratief verbeteren 

NAG : F04AMA/F 

TABEL 4 

Programmatuur voor het oplossen van lineaire stelsels met 

reële matrix van orde nxril; niet noodzakelijk van volle rang. 

Oplossen overbepaalde stelsels ín:.m) 

IMSL : LLSQAR 

NUMAL : *solovr 

qrisngvaldec + solsvdovr 

Oplossen onderbepaalde stelsels (n<m) 

NUMAL : *solund 

qrisngvaldec + solsvdund 

Oplossen homogene vergelijking 

(rechterlid is nulvektor) 

NUMAL : homsol 



TABEL 5 

Programmatuur voor het oplossen van stelsels lineaire 

vergelijkingen met vierkante reële, ijle, niet-singuliere matrix. 

Direkte methoden 

geen nadere 

specificatie 

bandmatrix 

symmetrische 

bandma tr ix 

(pos. definiet) 

tridiagonaal- 

matrix 

symmetrische 

pos. definiete 

tridiagonaal- 

matrix 

NAG : F03AJA/F of F03AKA/F + F04APA/F 

Alleen oplossen 

IMSL : LEQTlB 

NUMAL : *decsolbnd 

decbnd + solbnd 

Oplossen met iteratief verbeteren 

IMSL : LEQTZB 

Alleen oplossen 

IMSL : LEQIPB 

NAG : F04ACA/F 

NUMAL : *chldecsolbnd 

chldecbnd + chlsolbnd 

Oplossen met iteratief verbeteren 

IMSL : LEQZPB 

Alleen oplossen 

NUMAL : *decsoltri 

dectri + soltri 
*decsoltripiv 

dectripiv + soltripiv 

r Alleen oplossen 

NUMAL : *decsolsymtri 

decsymtri + solsymtri 
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Iteratieve methoden 

ACCULIB : CG(A) 

NUMAL : conj grad 

conj resi 

TABEL 6 

Programmatuur voor het oplossen van stelsels lineaire 

vergelijkingen met vierkante, niet-singuliere, complexe matrix. 

Alleen oplossen 

IMSL : LEQTlC 

NAG : FO4ADA/F 

Oplossen met iteratief verbeteren 

IMSL : LEQT2C 

TABEL 7 

Programmatuur voor inversie van een reële, niet-singuliere matrix. 

f Alleen inversie 

geen nadere 

specifikatie 

ACCULIB : DETINV (A) 

CRODEC + INVDEC (F) 
IMSL : LINVlF 

LINV3F 

NAG : FOIAA/F 

NUMAL : decinv 

gssinv 

I Inversie met iteratief verbeteren 

IMSL : LINVZF 

Inversie met bovengrens fout 

NUMAL : gssinverb 



( Alleen inversie 

symmetrische 

positief 

definiete 

matrix 

symmetrische 

niet-noodzake- 

lijk positief 

definiete 

matrix 

symmetrische 

pos. definiete 

bandmatrix 

ACCULIB : DETIIWSYM2 (A) 

CHODEC + INVSYM (F) 

Inversie met iteratief verbeteren 

< 

1 IMSL : LINV2P 

IMSL : LINVlP 

NAG : FOIADA/F 

NUMAL : chldecinvl 

chldecinv2 

1 NAG : F~~ABA/F 

i Alleen inversie NUMAL : symdecinvl 1) 

i 
( Alleen inversie 

: LINIPB 

Inversie met iteratief verbeteren 1 IMSL 
IMSL : LINSPB 

De methode, die gebruikt is in de IMSL programmatheek is stabiel voor 

indefiniete matrices. Dit geldt niet voor de methode die is gebruikt in 

de NUMAL. 

TABEL 8 

Programmatuur voor de berekening van de pseudo-inverse van een matrix. 

IMSL : LPSDOR 

NUMAL : psdinv 

N.B. Meestal zal berekening van de pseudo-inverse niet nodig zijn en is een 

singuliere waarden dekompositie voldoende, evenals inversie van een matrix 

meestal niet nodig is maar de ontbinding voldoende. 



Opmerkingen 

1. A l s  ergens i n  de tabel len twee rout ines  tezamen worden gegeven, b i j v .  i n  

t a b e l  2: dec + s o l ,  dan wordt daarmee aangeduid d a t  voor de oplossing van 

h e t  probleem e e r s t  de ee r s te  routine (dec) moet worden aangeroepen, gevolgd 

door dén of  meer aanroepen van de tweede rout ine  ( s o l ) .  

2. B i j  verschillende routines i n  de IMSL programmatheek bes taa t  de mogelijk- 

heid  een t e s t  op de p rec i s i e  u i t  t e  voeren door een zekere in teger  waarde 

aan de parameter IDGT mee t e  geven. A l s  aan de t e s t  is  voldaan dan betekent 

d i t  d a t  de gevonden oplossing de exacte oplossing i s  van een l i n e a i r  s t e l s e l  

met een matrix d i e  in  IDGT decimalen overeenstemt met de gegeven matrix. 

Het gebruik van deze parameter kan t o t  verwarring le iden omdat he t  n i e t s  

zegt  omtrent h e t  aantal  korrekte decimalen i n  de berekende oplossing. D i t  

b l i j k t  d u i d e l i j k  u i t  he t  volgende voorbeeld. 

We los ten  een l inea i r  s t e l s e l  op met de rout ines  LEQTlF en LEQT2F. 

De kondi t ie  van de matrix was 108. We deden d i t  voor IDGT = 0,2,4,6,8,10,12, 

14. Het bleek d a t  LEQTlF een oplossing berekende met een re la t i eve  fou t  van 

210 - 7 ,  t e r w i j l  alleen voor IDGT = 14 een waarschuwing werd gegeven over 

de p r e c i s i e .  

De s i t u a t i e  b i j  gebruik van LEQTZF waarvan wordt gezegd d a t  de op- 

loss ing  i n  hoge precis ie  wordt berekend i s  nog verwarder. We geven de resul-  

t a t e n  i n  t a b e l  9 .  

Voor IDGT = 14  wordt gemeld d a t  s l e c h t s  6 decimalen n i e t  veranderden 

na i t e r a t i e f  verbeteren, wat de indruk geef t  a l s  zou de gevonden oplossing 

s l e c h t s  i n  6 decimalen korrekt z i j n .  

Het b l i j k t  dus dat de gebruiker, indien h i j  n i e t  weet da t  de konditie 

van de matrix ongeveer 1 is, beter  IDGT = O kan invoeren a l s  h i j  LEQTZF ge- 

b r u i k t  en een zo hoog mogelijke p rec i s i e  i n  de oplossing w i l  verkrijgen. 

I n  d a t  geval wordt namelijk geen p rec i s i e  t e s t  uitgevoerd en a l t i j d  i t e r a-  

t i e f  verbeterd.  Dezelfde opmerkingen gelden ook voor de andere rout ines  d ie  

deze parameter hebben. 



TABEL 9 

Gebruik van LEQTZF voor oplossing van een slecht 

gekonditioneerd stelsel voor verschillende waarden van IDGT. 

Gebruik van de programmatuur aan de hand van een probleem uit de 

molecuul-fysika. 

waarschuwing 

gegeven 
I 

nee 

nee 

nee 

nee 

nee 

nee 

nee 

j a 

fout in berekende 

oplossing 

Het fysisch probleem waar het hier om gaat wordt uitgebreid beschreven 

door HUBERS & LOS C19751. Wij zullen kort op de achtergronden ingaan. 

Bij reaktieve botsingen tussen zekere atomen en moleculen bij variabele 

temperatuur wordt de doorsnede voor de produktie van een specifiek ion bij 

gegeven temperatuur T gegeven door 

O 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

met E : relatieve kinetische energie; 
rel 

6 = l/kT, k is de Boltzmann-konstante; 

E i 
: totale trillingsenergie van het molecuul; 

£(Ei,@) : de fraktie moleculen die trillingsenergie Ei hebben bij 

410-15 

210-17 

2 1 ~ -  

2 1 ~ -  

2 1 ~ -  

2 1 ~ -  

210- 
410-15 

temperatuur T; 

U (Ere1 ,Ei) : de specifieke doorsnede. 



Het doel is o(Ei) = o(E ,E,) te bepalen bij gegeven relatieve 
rel i 

kinetische energie. Zij nu p(Ei) de dichtheid van de moleculaire trillings- 

toestanden bij energie Ei dan geldt voor de z.g. verdelings-funktie 

waarbij n het aantal trillingstoestanden is, v (j=l, ..., n) de verschillende 
j 

frequenties en h een schalingskonstante. Met gebruik van de Maxwell-Boltzmann 

distributie en de experimenteel bepaalde relatie 

voor zekere konstanten C en A, krijgen we na enig omwerken 

waarbij E! en u1 door eenvoudige transformaties uit E en o worden verkregen 
i 

en E(f(x)) de Laplace getransformeerde van £(x) aanduidt. Dus uit (1.1.3.2), 

(1.1.3.3) en (1.1.3.4) krijgen we 

Van het rechterlid is niet analytisch de Laplace-inverse te berekenen. 

Daarom willen we op het interval [AO,A1l de funktie 

benaderen door een polynoom in h van graad N 



Dan geldt namelijk onder zekere voorwaarden 

met I de p-de orde gemodificeerde Besselfunktie en X = 1/B; zodat bij ge- 
Fi 

geven p dan ul en dus o kan worden berekend. 

Na transformatie, diskretisatie en gebruik van de euclidische norm 

komen we op het volgende probleem. 
N 

Bepaal een polynoom P (t) = x. + x t i ... + xNt van graad N op het 
N 1 

interval CO,ll , zodanig dat 

minimaal is, waarbij m + 1 het aantal diskretisatiepunten is, 

hv. = 0.0651, i = 10,11,12; 

hui = 0.0430, i = 13,14,15. 

Wij kiezen m = 32. 

Wij bepalen de beste graad N als volgt. Onder de aanname van enige 

statistische veronderstellingen, geldt dat de variantie 



onafhankelijk i s  van k, voor k 2 N. 
2 

I n  de p r a k t i j k  betekent d i t  d a t  we uk berekenen voor k = 1,2, ..., 
2 2 

k < m - 1. Zolang uk+l voldoende k le ine r  i s  dan uk, i s  P (t) een betere  
k+ l 

benadering van f (t) en kennelijk is  u2 nog afhankelijk van k. A l s  o: n i e t  

meer voldoende d a a l t  voor k > kl ,  dan kiezen we N = kl .  (Zie ook FORSYTHE 

C19571 en de daar in  genoemde re fe ren t i es . )  Opgemerkt moet worden d a t  d i t  

n i e t  een zeer  e f f i c i e n t e  benadering i s  omdat m polynoom evaluat ies  nodig 
2 z i j n  voor de berekening van uk, nog naast  de oplossing van he t  optimali- 

seringsprobleern. D i t  is echter n i e t  bezwaarlijk, omdat ons doel n i e t  is  he t  

ges te lde  probleem zo e f f i c i e n t  mogelijk op t e  lossen,  doch veeleer om de 

problemen t e  schetsen d i e  men ervaar t  wanneer h e t  met de voor de hand liggen- 

de methoden wordt opgelost. 

Noteren we voor zekere k 2 1 

T 
x = (X '),..., X )  , k 

dan k r i jgen  we voor (1.1.3.6) 

(1.1.3.7) $(x )  = (VX-F)' (Vx-F), 

waarbij  V de zg. Vandermonde matrix is: 

Het is eenvoudig t e  bewijzen d a t  h e t  minimum van $(x) é6nduidig is 

bepaald door 



Dit leidt tot de oplossing van het lineaire stelsel met symmetrische posi- 

tief definiete matrix: 

Een 8ergelijke vergelijking staat nok bekend als de normaal-vergelij- 

king behorend bij het overbepaalde lineaire stelsel Vx = F. 

Direkte toepassing van de in paragraaf 1.1.2. gegeven tabellen voor de 

oplossing van de vergelijking (1.1.3.8) leidt tot routines die Cholesky's 

methode gebruiken (tabel 2). We hebben dit geprogrammeerd op een aantal 

verschillende manieren. 

1. Met gebruik van de NUMAL: 

a. door eenvoudig oplossen van ( 1.1.3.8) met chldecsol2, waarbi j V'V 
T 

en V F in enkele precisie worden berekend; 
T 

b. door eenvoudig oplossen van (1.1.3.8) met chldecsol2, waarbij V V 
m 

en V ~ F  in dubbele precisie worden berekend. 

2. Met gebruik van de IMSL: 

door oplossen van (1.1.3.8) met LEQT2P. 

3. Met gebruik van de NAG(F0RTRAN) : 

oplossen van (1.1.3.8) met F04ASF. 

N.B. In de IMSL en NAG programatheek worden de inwendige produkten altijd 

in dubbele precisie berekend, zodat een onderscheid zoals bij NUMAL niet 

mogelijk is. Deze programma's worden gegeven in de bijlage, evenals de 

resultaten. 

De vraag die we ons kunnen stellen is: wat is de relatieve fout in de 

verkregen coëfficiënten? De relatieve fout in de oplossing van het vier- 

kante lineaire stelsel van orde n: 

is evenredig met: 

waarbij E de machine-precisie is, g(n) een funktie die afhangt van de orde 

n en K ~ A )  is het konditiegetal van de matrix A: 



K (A) = IA$ UA-'S. 

Beschouwen we de matrix van het stelsel (1.1.3.8) voor grote m dan 

geldt voor het (i,j)-de element: 

T 
Dus V V lijkt, afgezien van een konstante faktor m, op het (k+l)-ste 

segment van de Hilbertmatrix. Het konditiegetal hiervan loopt snel op bij 
+l2 

toenemende orde. (Voor orde 10 is het konditiegetal ongeveer 10 ) .  

Bij de gegeven machine-precisie van 1 0 - l ~  kunnen we dus op grond van 

(1.1.3.9) wel konkluderen dat bij de orde 12 of 13 mogelijk geen enkel 

cijfer in de resultaten meer zinvol is. Hoe ernstig dit in de praktijk is 

blijkt ook uit de verschillen in resultaten van de programma's la en lb. 

Hoewel de in dubbele precisie berekende matrix en rechterlid slechts ongeveer 
-1 2 

10 verschillen, is de een singulier bij orde 12 en de ander bij orde 13, 

terwijl ook de varianties verschillen. In de beschikbare programmatheken 

bestaat niet de mogelijkheid een bovengrens voor de fout te berekenen bij 

Cholesky's methode. Dit kan wel als we gaus-eliminatie gebruiken en dus 

geen gebruik maken van de symmetrie, met behulp van de NUMAL. In de bijlage 

wordt een programma gegeven waarin de oplossing van (1.1.3.8) met gauss- 

eliminatie wordt berekend. Een a-priori bovengrens voor de fout wordt be- 

rekend (deze is meestal vrij pessimistisch); als deze grens kleiner is 

dan I O - ~  (ongeveer de relatieve precisie van de data) dan wordt het stelsel 

gewoon opgelost, anders wordt de oplossing ook iteratief verbeterd en wordt 

een nieuwe, realistische bovengrens voor de fout berekend. Het blijkt dat, 

als de a-priori fout te groot wordt, ook iteratief verbeteren geen redelijke 

foutgrens meer geeft. 

Een stabieler wijze om de oplossing van (1.1.3.8) te berekenen is met 

behulp van Householder orthogonalisatie. We ontbinden de matrix V: 

V = QR, 

waarbij Q een orthogonale (m+l) x (k+l) matrix is en R een (k+l )  x (k+l) 

bovendriehoeksmatrix. Als V, en dus R, niet singulier is krijgen we 



'I' 
(1.1.3.10) Rx = Q F. 

Deze opl.ossingsmethode is equivalent met de berekening van de 

kleinste-kwadratenopZossing van het overbepaalde lineaire steZse2 

Met behulp van tabel 3 komen we tot de volgende programma's: 

1. met NUMAL: oplossing met lsqortdecsol; 

2. met NAG: oplossing met F04AMF. 

Programma's en resultaten worden gegeven in de bijlage. Het blijkt dat 

de coëfficiënten die we nu krijgen volkomen verschillen van die welke we 

verkregen met Cholesky's methode (in dubbele lengte berekende matrix). Ook 

breekt de berekening nu pas af bij graad 21 i.p.v. bij graad 13. De rela- 

tieve fout bij deze berekening voldoet ook aan (1.1.3.9), maar nu voor het 
T 

stelsel (1.1.3.11) . Dus het konditiegetal is K (V) = /K (V V) als we de spec- 

traalnorm gebruiken. 

Een methode die eveneens een kleinste-kwadratenoploscing berekent van 

(1.1.3.11) kan worden verkregen met behulp van de singuliere waarden ont- 

binding (zie sektie 1.2). Dit is mathematisch equivalent met de berekening 

van 

+ 
waarbij V de pseudo-inverse is van V. Het voordeel van deze methode is dat 

hij ook stabiel is als de matrix in de gegeven rekenprecisie niet van volle 

rang is. Met gebruik van tabel 4 zien we dat de procedure solovr uit NUMAL 

en de routine LLSQAR uit IMSL hiervoor beschikbaar zijn. Programma's en re- 

sultaten zijn gegeven in de bijlage. Bij vergelijking van solovr met de 

met Householder orthogonalisatie uit de NUMAL verkregen resultaten blijkt 

dat slechts de grootste coëfficienten in één à twee cijfers overeenstemmen. 

De oorzaak van de problemen die we hier signaleren ligt in wezen bij 

de wijze waarop wij het te bepalen polynoom representeren. Wij schreven 



Echter, de polynomen tp, p = 0,1,. . .,N, vormen niet een voldoende on- 
afhankelijke basis voor de ruimte van polynomen van graad N, voor wat 

grotere waarden van N. Dit is de oorzaak van de (numerieke) afhankelijk- 

heid van de kolommen in de matrix V en dus van de slechte konditie van V. 

We kunnen P (t) representeren met behulp van orthogonale polynomen: 
N 

waarbij q (t),p = 0,1, ..., N, polynomen zijn van graad 2 N welke voldoen aan u 

De matrix van het stelsel lineaire vergelijkingen die we op deze wijze 

krijgen is een diagonaalmatrix en dus is dit stelsel eenvoudig en op sta- 

biele wijze oplosbaar. Voor een nadere beschouwing over approximatie van 

funkties met behulp van orthogonale polynomen zij verwezen naar FOWYTHE 

119571. 

Het probleem de coëfficiënten te bepalen van een polynoom P (t) zodat n 
$n (cf. (1.1.3.6)) optimaal is blijft echter een slecht gesteld probleem 

omdat bij hoge graad, het verschil tussen twee polynomen P (t) en P1(t) op N N 
een interval klein kan zijn, terwijl toch de coëfficiënten aanzienlijk ver- 

schillen. Oplossing van (1.1.3.5) op een andere wijze dan door middel van 

polynoom fitten moet dan ook zeker worden overwogen. 
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Bi j lagen 

" B F G I N w  "CDMMEN?" PRnGRA"wA JdnR POLY JOU" F I T T I \ C  M t T  WOPHAALVFRG. 
Ei4 CHOLESIIY DECSuPaSI l T E ,  i 'JORBEELDPR3tRArtr*p, VOuR GCPROiK IN HET 
KA9kR VAW HET C ~ L L ~ L J L I I U * ~  'JIJ IEHIEKE PRi)GR).YUATUUR, 7b0113 ,  JUUS) 

"PROCEDLIRE* OUPJFC(LIUISPA,B); "CO@Ew 31030; 
" P P O C t D J Q t "  DJPHAT(LR,JR ,LC,UCtA ,B l :  "CODE* 31034;  
"PROCtDJQEn bU0COLVEC(L,U,J8A,B)i  "CODEn 3 1 0 5 4 1  
* R E A L ~ ~ P K O C E D I I R F "  T A ~ ~ A T ( L t U 8 1 8 J I A , B ) ~  *CODEw 340141 
"PQOCLDURE" L ' ;GTAaIu~T(L,U,  I ,  J 8 A ~ 8 ~ C I C C ~ 3 ~ D D ) l  "CODE" SP4141 
"PPúCEDJ>En FULTb':VCC (LR, JP,LC, JC,AIRn C )  I "Cn0En 31501: 
"PROCEDJRE' L f i tF I fLTA"VFC ( L p ,  UKILC, :lCtA,t],C 1 r "CODE* 31506 ;  
"PROCEDJRE" CHLDECS3LZ(A,I+8AUX,B)I "CODE" 343921 

" INTEGER*  NI ! ' r  "1: 
N:: 15; Y:= 32; '411= M t 1; 
"bEGIoJ" 

"HEAL* 'PROCEDUBE* FCT) ;  *VALUE*l  T; *REAL* T >  
* @ E G I L n  "REAL" LABDA, PROUI " I "TFGERn I; 

" R E & L W  mPROCEO'lQEH S I i i U t X ) :  "C3DFr 3 5 1 1 i )  
LABDA;= ( T  * LI t 1 )  4 K 2~10; 
PKr)>:= 19  nFORq I:= l * S T L P n  1 * l i l l T I L n  1.1 #DOw 
PND>:= PROD / S l W t l ( ~ l N U I I 1  / (LA63A * Z ) ) #  
f :=  PROD / (LABDA * Z r *  U I  

*E'JDN F; 

* R E 4 L m  "f'F1~CEDUREw PCIL(IJf.i ,  X, T l t  "VbLUEn NNI T; 
* I Y T E C E R n  'IN) * H E A L w  T: *ARRAYm X: 
" 3 E G I i i W  "I 'JTEGEI?" I ; " Q L A L R  PR00 t 

PRi)L);= X f N M  t 11;  'FOKn I:= N N  *STEPm - l  *Ut4T1Ln 1 "DO* 

"PR3CEDURE" OUT(BG, BV, CDEF)$ " I N T E G E R V G ;  "REAL" BY; 
" A Q R 4 Y N  COEF! 
" B E G I r d *  * I tJTEGEHn I! 

O J T P ~ ~ T ( 7 1 ,  "("//,"InDE BESTE CPAAD 1 s  " 1 "  22089, 
" ( " ' I E T  V A R I k ' l T l L  * 1 w ~ U . 4 0 " + 3 ? D t / / H ) * ~  B G )  O V ) ;  
O U T P l l 7 ( 7 l ,  " ( " " ( " D E  C D k F r l C i E I J T t * i  71.1'4 * ) " , / " ) * ) I  
"FOflW 1 : :  O " S T E P m  1 " I J , T I L ~ ~  H G  *DOn 

OJTP' lT(71,  * ( " ? Z D L ~ i i t . l 4 3 * + 3 D G 1 / ~ ) " ,  3 ,  C O E F [ I t l r U G ~ )  
"E'JDn OUT; 

K;: 8 . 6 1 7 0 6 5 n - 5 j  SYG:S SNGO!= "FALSE': 
OUTPlJT(71, "("/,"("CHCLCSKY D E C U U P 3 S l T I f " ) " r / " ) ) " ) )  
wFOÍ?w I;= 1 n S T t P n  1 ' I JE f i l Lw  N "DOn 
l r 4 P J T ( 7 0 *  " ( ~ / , t . 5 D * t 3 D n ) ~ ,  ulrlc [l1 l ;  
wFORn 1;x O S T t p n  l WUIiTILM kt *GOn F F [ I  t 11:s F C I / M ) l  
" F O R "  lts O t t ~ ~ t ~ w  I q l ~ r ~ ~ n  i( * n a w  
"FOH" J;= 9 "STEPm 1 " U f t f I L V  t1 l *b i ln  



t ' $ Y ; =  0; n F 0 3 "  1:. 1 " S T E P"  1 M U + J T I ~ H  H "Do" 
"F-R* J ; =  1 ' S T L P "  1 " ' 1  i T I C "  I <'@O" 
" B E G I N "  " X E A L "  L ,  DL,  4 A I :  k A 2 I ;  

& T A ( I ,  J 1 8 1  A T A I J ,  11:. A A I : =  TAH!AT(J ,  " l ,  I; J; A, A); 
L N G T A H H A T ( 1 ,  M l :  I ,  J, A, AI O, 0 1  3 ,  DD)I 
A T & D [ I ,  J];= h T A D [ J ,  11 ;Z A A n l : =  D t o D t  
FIRH;a rlRN + ( 4 A I  r A A D I )  * *  2 r 2 

* t W D n  BEREUCNItJG VAN I4OH*AALHATRIX; 
OJTPlJT(71,  " ( " / t , "  ( " D I S K R E P A ' 4 T I E  TíiSSE'1 YORMAALMATR, R E R E U E N D " ) "  
/ , " ( i  MET DUBBELE L C N G T t  t N  E N K E L E  LFNGTE 1st  " ) " B . 2 D L + Z D , / ' ) " r  
SQPT(NRr41)1  

F U L T A H V E C ( 1 ,  H l c  l ,  Y ,  A, FF, ATF) I  
L ' ~ G F U L T A M V E C ( 1 ,  M l ,  1, tI, 4; FF, A T F D ) t  
AJX[2 ] : :  W.14; B E S T C G f i A A D l t a  B E S T E C R A A D Z t i  18 
R E S T F V A H l ; =  S t S T E v A h ? : =  * l 0 0 1  
! ? j T P 1 1 T ( 7 1 ,  " ( " / / ,  " ("GWAA3 V & r l & , : f l E l  V A R l A F I T I F 2 " ) " , / / ' ) r ) t  
" F D H n  l 4 i l : =  1 " S T E P"  1 " i J N T I L w  t 4  l *DOn 
"SEGI'J" " IZ ITEGFt ' "  ' J l ;  

"a 'JOLEA i" " f W 0 C E D i J R t "  Cr lDLESKY ("IATI I ' ,  &!!X, 8, S I C ,  COEF , 
BG, B V ) :  
nV'ALLIE" u ;  n I t d T C G E P "  11: EG)  *REAI.' B V $  
" A R ? A Y "  " A T ,  AUX, B, L I G r  C d F F t  
" B E G I N "  * I V T C G E k "  I; " R t & L "  E L L ,  SG; "BLìOLEAbJ" OR; 

" A P R A Y W  ' f A T i I l : , ! , l : ' i l ,  t i B [ t : + J ] j  
D U P Y A T ( 1 ,  1 ,  I: " 4 7 1 ,  '!AT13 
"UPVEC(1,  'J: 0 ,  8 0 ,  fl), 
C I I L V E C S J L ~ ( ~ A T ~ ,  f!, A ~ X ,  a3) I 
Ci+uL5S<Y:= \ ) K ; =  A u X L 3 1  z Y;  "Irw OU "THCbJn 
"BELI'!" r l J P C O L V E C ( 1 ;  X, 'Ji:: C O F F t  BB); 3 E L t S  0 1  

"Fntl" 1:s O " STEP"  l " J ' I T I L "  M " 0 0 "  
DEL:= D E L  + (POL(i4t.I, 8 3 ,  I / Y )  F F [ I  t 1 1 )  * *  21  
SG;= S f G l i i N l  := D F L  / ( q  N Y ) t  
O i J f P U T ( 7 1 ,  w ( " B , U D " t 3 3 8 " ) \  SS);  
"IF" SG < BV "&ND" BV > " r 8  " T H E N "  
"BEGIJ-  BG:= NNI av:. S G  *END* 

"CpJD" " L L S E n  
O U T P I l T ( 7 1 ,  " ( " 6 6 ; " ( " * " ) " ; 5 8 " ) " )  

"END*  Cd'LESKY t  
Vita t i t i  + l; O U T P U T ( 7 1 ,  " ( " 8 B Z 3 8 R " ) " r  N N I 8  
"IFH = s > ~ G  "TL(EL3" 

"IFN "SÌJGD " T Y E N *  
S N G U L =  ' C ~ ~ O L E S ~ V ~ A T A D ,  N i ,  AUX, ATFD, SIGMA,?, COEF2, 
BESTEGRAADZ: B E S T E V A R Z ) ~  
O U T P U T ( 7 1 , " ( " / " ) " ) )  
"F" SNG * A I I D n . S N G D  "THEN"  HGOTO" F X I T  

"EVD"  L O O P 1  
EXIT: J U T P J T ( 7 1 ,  * ( " / , ' ( " D E  R E S V I T A T E V  I N  EFJUELE LENGTE Z X J N n ) ' c  

/ / l t ) ~ ) t  O U T [ R C S T E G R A A ~ ~ ,  B F S T E v a 3 1 ,  C D C F l )  I 
T)UTPLIT(71, w ( " / r  * ( " D E  RESUCTATE!I  1'4 DUBBELE LENGTE Z I J N ' ) " ,  
/ / " ) " ) t  OUT(BLSTEGRAADZ,  UESTLVARZ, C O F F I )  

" END"  
" ENDH 

"EO?" 



CiIOLESXY DECOMPOSITIE 

DISKREPAfJTIL TUSSEN NOS11AALHATP, BEREKEND 
HET D u a e t u  LENGTE €14 ENKELE LLYGTE IS: . i s n - 1 2  

GRAAD VARI4NTIE1 VARIANTfEE 

DE HESULTATEM I N  ENKELE LEYGTE ZIJN 

DE BESTE GRAAD I 3  12  MET VARIANTIE .8382n-009 

DE COEFFXCIEMTEN Z I J N  
O ~ . 2 0 3 Z 5 6 2 1 7 1 0 0 9 1 ~ ~ 0 0 4  
1  + . 1 ~ i 1 0 3 4 1 7 8 b 3 3 6 N - 0 0 i  
2  - , 37777?32308~77* tgOO 
3 t .53233122108854"+001 
4 - , 37871244~83677 ' t 002  
5 t , 15177989467513* t003  
6  - .34709818731717m+003 
7 * . 5 ~ 4 ~ 3 6 4 6 0 ? 3 1 7 6 ~ t 0 0 3  
8 t ,792977190Bb76f ln t002 
9  - .Bh4?92b5~74692 "+QO3  

10 +.121bG3Lb9?2579"+00U 
11  - i8U719541470130V030 i  
1.2 t .297U1176470588*tOO3 

DL RESULTATEN I N  DUBBELE LENGTE Z1J:J 

DE BESTE G R A A D  I S  l 1  MET VARIANTIE .1969*-O07 

DE COEFFICIEYTEN Z I J N  
O t . b u b 9 7 2 3 9 9 1 2 6 1 7 b 0 0 4  
l ~ . 2 9 8 9 1 4 3 5 6 6 5 2 5 1 " + 0 0 1  
2  t .1071b378772455" tOOl  
3 -.1U329765S188021t00Z 
4  t .951U98681811bO*t002 
S * ,3467b099837787"+003 
6  t , e~413257JUQS75*+Q05  
7 9.531 143209u4B82u+0~03 
8 - , 55~52137711C83mtO03  
9 t , l b897b206R076Gn+~OU 

l 0  - . 1 5 8 ~ 1 o 2 3 6 7 2 2 1 2 " t 0 0 u  
11  t.b3775@20512820"t0003 



" D E G I N *  "CO4VEVin  PROGRh'tIlA VOOR POLYYOd* F I T T I Y G  MET t4OR~~AACVERG, 
FM YEREKENING VAtJ >t FqUT, VOOROGtLDP40GRAUYA VOOR GEERUIU I N  HET 
CADER VAY HET COLLOic)ILiH : iU : l t 'R I tY t  P Q O S H A ~ ~ ~ A T U U R D  7 6 0 1 1 3 ~  JBIJSt 

wPROCtDURE" DUPVEC(L,UDSIAIB)I "CODE" 3 1 0 3 0 1  
NPPUCtDURE" P U P r 4 A T ( L R D i J P D L C D U C , A D D j , ;  n C ~ D E ~ 1 0 3 J 5 ;  
"PHOCtDJREn DUPCOLVEC(L,U,J,4,8Jt CODE" 3 1 0 3 4 1  
' 'REAL" HPROCEDUREw TA"'+AT(L,U, I ,  J, A D 9 )  t  " C 0 3 E V J 4 Q l U t  
"PROCtDJDE"  FULTAIIVEC(LR,JR,LL,UCIAD~~C)I  "CODE" 3 1 5 0 1 I  

nPROCEDUXEi GSSFRB(A,V,AUX,RI,CI)t CODE" 3 4 2 4 2 1  
18PROCEOJREn SOLELH(A, U,  R I ,  C l ,  8) z wCODE"340b11  
"PRUtLBU9LH ~ T P S O L ~ K ~ ( A , ~ U , ~ ~ , ~ U X ~ R ~ ~ ~ ~ , D ~ ;  "CODEW 342538 

" INTEGER"  NI H D  M l )  
N!= 1 s t  Y;=  3 2 1  H t 1 1  
" BEGIN"  

"REAL* wPROCFDUREw F ( T 1 )  V A L J E "  TI "REAL" 11  
WBEGIN" "REAL" LABDA, PRODJ " INTEGER" 11 

"REAL" "PROCEDURE" S f N e ( X ) t  "CODE" 3 5 1 1 1 1  
LA9DA;a (T t 4 t 1 1  * K t 2 0 0 1  
PRCD:= l f  'FOR* 1:s l "STEPn 1 * *UNf lLn  N ' 00 "  
P R O D I =  PPOD / S I N H ( r f N U I I 1  / (LABDA r Z ) ) >  
F;: PROD / (LABDA * Z * r  N )  

" E N D w  F 1  

*REALW "PROCEDURE" P@L(NN, X ,  711  "V ILUE"  N N I  7 1  
" IYTEGERW UNI "PEALn T t  "ARRAY" X1 
~ i j E G I N m I V T E G E R *  11 * R t b L w  PRODI 

PRODI= XIIJY t 1 j  t  nFOR* I;: NN "TE?" -1 w U N T I L n  i *DOn 
P R o D r s  PR03 r 7 + X ( 1 1 1  POL;* ?R00 

*EVDa POLI 

" IYTEGER" t4N, ID J, BESTEGRAADI 
"REAL" K, BESTEVARI 
"ARR4YT HhiU[ l ;YJ D S IG t4A [ l ;M* l )  F F I 1 I N l l  D AUX [ O ; l S I  
C O E F I ~ ~ ~ I ~ I H ~ ~ I ~  A t l t t l 1 , l i ~ l r  A T A I 1 : " t l ; M I  * ATF t18MJ I 

K : =  8 .617065" -51  
OUTPUT(71, " ( w / , w [ " G A U S S E L I ! i I N A Y I E  MET F O U T B E R E K E N I P I G " ) " , / * ) " ) I  
*FORn I;= l " S T k P W  1  n U I I T I L "  Y "Dun 
fNPJT(7O,  " ( ' / r i . ~ D " t 3 D " ) " r  H > i U [ I I  ) f  
WFOR* I;: O "STEP I n i J l i T I L u  H "DO* F F 1 1  t l l t f  F ( I / M ) #  
*FORS I:= O " S f F . @ "  1  w U I I T I L "  Y "DO" 
"FOK" J:= O  " S T t P "  1  * U I i T I L n  3 w 1 *@On 
A I 1  + 1; J + 11;: "Fn J  e 9 "TtiFrJ" l "ELSE"  "IF" I i O "THEN" 
O "ELSE ( I / u )  * *  J 1  
"FOR" I;= 1 "STEP" l " u I i T I L w  fl "DO' 
HFORw J;: l *STEPn 1  nUIJTILn I "DOw 
ATAIX,  JJ ; '  A T A I J I  II)I TAMIIAT(1t 411 11 JI AI A l t  



F U L T A Y V E C C l ,  H l ,  1, H, A, FF, ATF) I  
AJX 101 : r h U X [ 2 1  : Z  " -14;  A U X I 4 1  :X  9; Ai iX tb! t =  " -131  AUX 181 != " - 4 1  
AJX [ l o l  ;S "-4; A U % f l 2 I  :: 10:  bCSTESHAAD:: I; RESTCVAR:= " 1 0 0 1  
0UTPUT(71,"('//,"(NGRAhD V A R I A M T I E  F O U T " ) ' ~ / / ' ' ) " I I  
"FOR"  hJF1t: 1 " S T E P "  1  " U N T I L "  M - 1 "DO" 
" B E G I N"  "I 'JTEGCR" I, N1: 

"ARRAY" ' ~ A T ( l i 4 ~ ~ t I , I 2 i l N t l J  R ~ I 1 ; ~ h J t l l  1  
" I N T E G E R *  "ARR4Yn PI, C I ! I I N N t l f i  
N l  t =  N'I t 1 ;  O U T P U T ( l 1 ,  ( " 2 4 2 3 2 B " ) " r  N N ) 1  
DUPflAT(1r 1, NI, HATI A T A I 1  
DUPVECCl ,  N l ,  O ,  BB, A T F I !  
GSSERB(HhT, M l ,  AUX, R I ,  Cl)> 
' Z F W  A V X [ S I  : '11 "T t iENm 
" B E G I N"  " I M T E G E R "  I; " R E A L "  DEL; "8DDLEAN"OOL; 

BOOL!: " F A L S E F ;  u i F m  A B C 1 A J X [ 1 1 1 )  " - 3  U T H E N *  
S O L E L ~ l ( M A T s  '41, R I ,  CL, OB) "tLSEn 
" B E G I N"  I T I S O L E R B ( A T A ,  M A T ,  N i ,  AUX, R I ,  CI, BB)I  

B O O L t a  "TRUEm 
"ENDn 
DUPCOLVEC(1, 141, NN, COEF, 0 6 ) )  DELI. 01 
"F03* I;: O  * S T E P m  1 r U N T f L u  M NDOM 
DEL:: DCL t ( P P L ( l l N ,  B R I  I / H )  m F F [ I  + 11 1 *t 21  
SIGMA tfJÌ11 8: D L L  / ( ' f  - t i h l )  1 
OUTPriTC71, V n 2 ( ( R - , 4 P W t 3 D O ) " ) * r  S I C F A  I b J N l  I A U X t l l l  l) 
" I F n  S I C H h l N t l ~  < EESTCVAR "A'JD* RESTEVAR > "THEN"  
"B fGI : l "  D F ; S T E G R A A D l t  NU; B E S T L V A R i =  S I G ? l A ( N N I  " L N D n t  
" I F "  A R S ( A U X I l l ] ) ? " - 3  *THEVu 0 U T P U T ( 7 1 , " ( ' " ( " F O U T " ) ' n ) n )  
"ELSE"  " I F " 8 O O L  "THEN"  0 U T P U T ( 7 1 ~ w ( n " ~ " V E ~ B E T E K O I O " " ) a  
1 1  O U T P U T ( l l , V " / " ) * l  

" END"  " t L S E m  
" B E G I N "  OUTPUT[ ' l l ,  ' I " ( m S I I I J C U L A W n ) * , / w ) n ) t  

"GOTO" E X I T  
" E N D w  

" t V D *  LOOP1 
E X I T ;  O J T P U T ( I I ,  "("//,"("DL BESTC GRAAD I S  " l W * 2 Z D B 6 ,  

"("?IET V A R I A t I T I E  " ) " , b . 4 D * t 3 D 3 , / / H ) n ,  ~ E S T F G R A A D ,  0 E S T E V A R ) j  
O U T P U T ( 7 1 , " ( ( " * ~ " D E  COEFF1CIEr iTE i . r  Z I J N  " ) " ,  / " ) " ) I  
"FC)RP I;= O .STEPw 1  nll: lTILil B E S T t G R A A D  "DO" 
O U T P U T I T I ,  " I N ~ ~ D B , B t , 1 4 D w t 3 D B ~ / * ~ ~ ,  1, C O E F l l t 1 , B F S T E G R A A D I l  

" E N D *  - - 
" E N D w  

"OP" 



G A U S S E L I ~ I N A T ~ E  HET FOUTBEREKENING 

CHAAD VARIANTIE FOUT 

, ~ 1 5 Q W * 0 l 1  
, 4 0 7 1 " - 0 0 9  
.2447"m007 
. f196:-035 
a5146 -004  

- ,100O"tOSl  FUUT 
W ,  lYOlneO!21 FOiJT 
-.lOOûntOO1 FOUT 
- , 1 9 0 0 " 4 0 0 1  FOUT 
- . 1 0 0 O n t Q 0 1  FOUT 

DE BESTE G R A A D  IS 10 MET VARIANTIE .133Un-006 

DE C O E F F I L I E Y T E t i  ZIJN 
O t , 1 8 9 9 3 8 2 2 4 u 6 3 2 8 w - 0 0 3  
1 - ,10815949482908"+00O 
2 t , 4 2 5 2 7 1 3 ~ b b 2 ~ a Q n + o O l  
S * .b2b2232015bb73"tOO2 
4 t . 4 7 4 3 0 0 7 9 7 2 b b 1 9 n * 3 0 5  
S - , ? 0 9 2 1 U 9 9 1 7 1 7 0 Q n + 0 0 4  
b t s 5 7 1 5 5 2 8 8 b 5 6 9 7 2 " + 0 0 4  
7 m.P87bb178139399"+304 
8 + , 1 0 b ~ 9 0 1 9 1 4 4 6 5 3 " + 3 0 S  
9 - . 6 6 2 9 8 6 6 8 4 9 2 2 8 3 " t 0 0 4  

l 0  + . 1 9 1 6 4 4 1 2 2 3 4 2 7 3 " t 3 0 4  



" G E G I N "  "COYYEbJT" PRnGRA'4Hb VUOR P O L Y ' l 0 3 ~  FITTXYG ML7 
HOUSF,tOLI?ER ORTrlT)Cfli~ALISAT!l: V03RI;EtLD3ROGRtF't+4 T!; HET 
KADLR V A N  HET CDLLOLiUiUX : IU ' ILK l tKL  PRDS8AllMATJUR, 
7 6 0 1  16, JEUSI 

"PROCEDURE* DUPVECfL,U,S1A,D)~ WCODE" 31030 ;  
HPROCEDJREn DUP' lAT(LRDUR,LC,UC,hDal;  tlCOoL" 3 1 0 3 5 )  
~ ~ P R 3 C t b J R E *  DUPCOLViC(L,U,I,A,R); "CODEu $ 1 0 3 4 1  
"PROCLDJRE" L S Q O R T D t C S O L ( A , l ~ r H , A t I X ~ D I A G , B ) ;  " C O D E " 3 3 U 1 5 >  

' INTEGER"  NI M, f l i p  
N$: 1 5 1  W I S  S21 V116  H 1) 
" U E G I N H  

"REAL" NPROCEDURF" FCT);  *VALUEw TI "RFALw Tt 
" E G I N w  "REAL" LABDA, PROD: " V E G E R "  I )  

"REL" ~ P R 3 C E D U 4 E W  SINH(X)I "C32Ew 3 5 1 1 1 1  
LABDAl: ( T  s 4 t l) K * 200; 
PRODI= 1 )  *FDR";: 1  'STEP" 1 u U N T I L w  N "DO" 
P H o D : ~  PROD S I N t i ( d Y U t l 1  / (L48DA h  2 ) ) ;  
F;= PRO0 / (LhBD4 * 2 * h  N) 

" E N D " F 8  

' R E A L *  *fPROCEDUREn P O L ~ I I N ~  X, T) I  *VALUEn NNI T) 
"JVTEGEH* Nt41 "dEALN T; " A R R A Y "  X $  
"EGIN* "IVTCGFH" 1 1  nRt4Li PRODt 

~ ~ 0 3 1 ;  x [ r t Y  t 11 1 "FOR* I i =  N N  *STFPw -1  " t ; t I Lm 1 "DO'  
P 8 O D : =  PROD * T + X C I I ;  FOL.;= PROD 

* E V D n  PuL ;  

"I 'JTEGER" ' J t J ,  II J, BCSTEGRAADI " Z E A L "  K D  DEC, DESTEVAR) 
H A ~ H A Y ~  H I . I I J ( ~ Z N ]  l S ! G I I A [ I ; ~ - ~ I ,  FF t t : i I I I ,  AuY$2;5)  
c u ~ ~ t l t v - i ~ i ; ~ - l ~ ,  a t l t n i , i ; M l t  

K;: 0 .617065 -91 
c U T P U T ( 7 l 1  V " / ~ " ( " H O U S E U O L D E A  O R T ~ O C O Y A L I S A ~ I E ~ ) " ~ / ~ ~ " I ~  
"FOR" I ; =  1 "STCPi 1  " U i / T I L " N  "Dam 
I N P J T ( 7 0 ,  " ( " / D t . 5 D " + 3 D " ) H ,  H h 4 U [ I I  ) I  
" F O 2 "  I;: O "STEP" 1 " U l i l 1 L w  H "DO" F F t I  + 1 ) l ~  F(l/M)t 
m F 0 3 w  I ; =  O "STEPu  1 w U I I T I L R  Y "DOw 
*FDR-;= O " STEPn  1 " U l r f I L *  r7  - 1 

AUX ( 2 1  := v - 1 ~ 1 1  bESTtGHAAD;c 11  BESTEVARI:  " 1 0 0 f  
O U T P J T ( ~ ~ , * ( ~ / / , " ( * G R A ~ D  VARIANTIE  " ) " , / / * ) * ) I  



" F O R "  UY:= 1 * S T E Pi  1 " U N T I L "  Y r 1 "DO" 
" 3 E 8 I N W  "! ' lTEGEHU q l t  ' 2 F A L "  5 1 G 1  

" A R R A Y"  ~ A T L 1 1 Y l ~ l t i 4 ~  + I ]  r R[1 ; "11  D I A G ( ~ ~ N I . I + ~ I ;  
Y 1 1 =  N U  t 1: O J T P J T [ 7 1 ,  " ( " B Y Z 3 U P n ) * r  N d ) :  
D U P H A T ( ~ ,  w i l  I, (;I; HAT,-AII 
D J P i ' E C C l ,  ' 4 1 r  0 1  B I  F F ) ;  
L S ~ ~ R T D L C S O L ( * * T I  v l r  ï1, A J X *  D I A t r  8 ) 1  
" I F 1 '  A l l x 1 3 1  Y 1  *T l iE l4 *  
" i j E G I t d w  D J P C O L V t t  ( 1 ,  ;i!, h l b i ,  C 3 E F r  B )  1 ,,DFLI= O t  

" F l I R *  1:' O * 5 T f P n  1 n U ' I T I L M  H " D O  
DEL:: D t L  + : P n L ( t W ,  Ei* :/q) - F F I I  * 1 1 1  * r  21 
S l G l o  S i G % A  [ \ , t i  ;s CEL / ( ' t  - ; 4 V ) )  
O U T P U T ( 7 1 ,  " f " B . U D n t 3 D R ,  / ' ) n ,  S I G )  t  
" I F n  SI& BESTLVAR "AND"  " ( A E S T F V A R  < " - 8 ) '  THENa 
"UECIN" R E S T E G R A A D t =  VN; BESTEVAR:= SIC %qD" 

" E N D"  " E L S € "  
" B E G I N "  O U T P U T ( 7 1 ,  " ( " " ( "  S I Y G J L A R  " ) * r / " ) " ) t  

"GOTO* E X I T  
" E N D"  

" E V D "  L O O P 1  
E X I T :  0 d T P L l T ( 7 1 1  V " / / ~ " ( * D C  B E S T E  GRAAD I S  ' ) " r ? Z D B B ,  

U ( t t Y E T  V A R I A 1 i T I E  w )  O ,  B . U 3 w t 3 D R , / / H ) M ,  BESTLGRAAD,  B E S T L V A R )  ) 
O J T P U T ( 7 1 ,  "(""[*DE C U E F F I C I E U T L ' ~  ZIJY " ) * I / " ) * ) )  
n F 0 2 *  I:= O ' S T E P w  1  n U i I T I L "  BFSTESHAAD "DOn 
O J T P U T ( ~ 1 ,  *("2ZD3,B+.l4DWt3@~,/")", 11 C O E F ~ I ~ ~ , G E S T ~ G R A A D I )  

"END"  
"ENDn 

"€OPR 



HOUSEHOLDER O R T H O G O N A L I S A T I E  

GRAAD V A R I A Y T I E  

1 g 1 8 9 9 * t O 0 3  
Z * 8 7 3 7 ' + 0 0 2  
3 .287SwtOU2 
4 9 6 6 7 2 m t 0 0 1  
S . 1 0 7 2 a i 0 ü 1  
b ~ 1 1 b 3 w i 0 0 0  
7 98234"-O02 
8 , 5 6 4 2 " - 0 0 3  
9  . 9 4 7 5 " 0 U 5 ~  

10  i 1 3 3 1 " - 0 9 6  
1 1  .8848"-O09 
1 2  e2195"-O11 
1 3  9 1 1 4 7 w * 0 1 4  
14 .376On*O22 
1 5  . 2 1 0 6 " - 0 2 2  
1 6  95S24"-023 
17  g 1 1 5 0 n ~ 0 2 3  
18 9 2 1 0 9 n - 0 2 4  
1 9  i 2 1 U 3 " * 0 2 4  
2 0  g1540r*024  
21 S I N G U L A R  

DE BESTE GRAAD I S  l 1  MET V A R I A N T I E  . 8 8 4 8 n r 0 0 9  

DE C O E F F I C  I E V T E N  ZIJIJ 
O - .10155109781812"-004  
1  + ~ 1 0 9 3 6 7 0 3 4 1 8 5 1 2 " - 0 0 1  
Z * ~ S 1 8 S 2 b 5 9 3 7 6 7 0 3 " + 0 0 0  
3 + . 9 2 7 3 3 4 5 9 9 b 2 1 9 2 W t g o ~  
4 * ~ 8 5 6 8 7 8 b 1 5 0 3 6 1 8 " t 0 0 2  
5 t ~ 4 b 8 3 0 0 5 2 1 ~ 3 9 3 0 n t ~ O J  
b * . 1 6 2 2 2 9 5 4 1 6 8 6 5 2 m t 0 0 4  
T t .3b837U34798592ntoOu 
8 - 9 5 5 2 0 0 4 2 1 3 U 3 6 4 8 ~ t ~ 0 4  
9 t g 5 3 4 0 J 9 4 8 7 7 3 6 1 5 " t 0 0 4  

10 ~ ~ 3 1 O 6 7 0 8 0 b 7 8 3 1 l n i ~ 0 U  
11 t ~ 9 1 1 4 0 5 5 0 6 7 0 6 ~ 8 ' ' t 0 0 3  



n b E ( i ~ i j *  + * ~ O f l ' i i t J T "  PR@GRA14HA VU02 POLYl l@U'<  F I T T I V G  MET 
SIN[;UL!L?E MAAPDEIJ DEKOU?3S:?IEl  VOOR3ELLDPi10ÛRA4MA I N  WET 
K A D E Q  V A Y  HET C O L L o u u I u r  NUMERIEKE PROGRAHHATUURI 
7 6 0 1 1 6 1  JOUSI 

"PROCEDUREU DUPVEC(L,UIS,AIQ); "CODE" 3 1 0 3 0 1  
" P R S T E D J S E n  D U P ~ I A T ( L R , U R . L C , U C , A , ~ ) ;  "CODEn 3 1 0 3 5 1  
t 'PROCEDU2kn O U P C O L V t C ( L , U r I , A , B ) t  "CODE" 3 1 0 3 4 )  
" I N T E G E R"  " P R 0 C E D U R t w  SOLUVRLA,M,N,X,EY)t " CODE"  3 4 2 8 1 1  

v ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ n  N, n, r i !  
N:= 151 M:: 3 2 1  M i t s  Y t 1 1  
" B E G I N "  

" H E A L "  "PROCEDURE" Til); V A L L J E n  TI "REAL"  T l  
* B E G I N v  " R E A L "  LABDA, PRODI " I N T E G E R *  I )  

"REL" "PROCFDURE" 5 1 t i H ( X ) 1  ' C J D E " 3 5 1 1 1 1  
L A B 3 A 8 =  ( T  * 4 " t  1) * K * 2 0 0 ~  
P 2 0 3 t =  l; "FOR I ; =  l "STEPH 1 n U Y T I L "  N * D O w  
PROD:= PROD / C I t J H t t i N i J l $ l  / ( l . 4 8 0 ~  * 2111  
F:+ PROD / (LABDA * 2 * *  N I  

" E N D w  F8 

' R E A L *  'PROCEDYREn POL(MN, X, T ) )  'YALUE" NNI T; 
" I V T E G E R "  NN: " H E A L "  TI "ARRAYn X! 
" B E G I N "  " I ' J T E G E d H  1 ;  " R E A L "  P R O 0 1  

PRODI= X1t4Y t 1 1 ;  VOOR" 18s NN ~ T T P "  - 1  " U N T l L "  1 "DO"  
P R 0 3 t t  PROD c T t X L 1 1 1  P O L ( =  PROD 

* E N Dn  P O L 1  

" I V T E G E R n  NV, I, J, BESTEGRAADI "REALn K .  DEL,  BESTEVAUI 
" ARRAY"  HIIU[~;'I], S I G t l A t l l M - l ]  f F [ l l P l l l  1 ALIX[O;?) # 

C S E F t l : P l , l l U - 1 1 ,  A t l : l - i l l l ; ~ l ~  

K : =  0 . 6 1 ? 0 6 S n r 5 ~  
O U T P U T ( 7 1 ,  " ( n / l * ( n S I P I G U L I E R E  WAAR3EN O V T L I I N O I t 4 G " ) " t / " ) " 3 ;  
"FOR"  I ; =  l " S T E P "  1  " ' l , 4 T 1 L N  Y "DO" 
I N P J T ( 7 0 r  " ( " / , t . 5 b " t 3 D " ) " ,  H N U [ I ]  
" FORn I;= O " S T L P "  1 " U I I T I L *  M ttDO" FF11  + 114;: F ( I / M ) t  
" f O 3 "  I := 0 " S T E P"  l " U I ~ T I L "  Fl *lDOn 
"FDX" J ;=  O " S T E P "  1 f l ~ I L i T < L "  14 1 "DO' 
A C 1  4 l ,  J t l i : =  " I F n  J = 0 "THENw .l Y L S E E "  w I f *  1 = O "THEN"  
O " C L S E '  (T/") * *  JI 
P L C T E ~ ~ A A L J : ~  1: k k s T F , ' h R t =  " 1 0 0 ;  
A j X [ o J  : z  "- l ! i ;  k g f X [ 2 1 : =  ' - 1 2 t  AJXLUI : :  10 * M; A U X [ b 1  ;= " - 1 0 1  
~ J T P ~ I T ( ~ ~ , ~ ( " / / , ~ ( " G R A A ~  V A P I A ' I T I E  " ) " , / / " ) " ) I  



"FOKn Y E I i =  1 'STEPw i "UYTIL "  H - 1 "DOw 
nBEi;INw w I ' J T F G E R ~ l i  t "REAL" S I G t  

"ARRAY" MAT11 1 Y l , i 1 N s  t i 1  , RC1:H l l  I 
V i s =  NY t i t  OUTPUT( t l ,  "("BBZDBB')",  NNI :  

- -. - v -  

O U P V E C C ~ ;  q i *  0 ,  8, FF11 
" F "  SOLOVR(MAT* Mi l  N!* BI AUX) O "THEN" 
n B E G I N n  DUPCOLVEC(1. N l .  NN. COEF, BI: DEL:: 0 i  

DELSS OSL + (POIINN; B, 1/41 O FF t 1  + 11) *ir 21 
SIGIS S f G M A t N ~ I ; :  DEL / ( Y  r NY)I 
OUTPUT(7l  " ( "B ,0Dn t3DR, / " ) *~  S I C ) )  
" f F w  SIG < BESTEVAR *&NU" BESTEVAR r * * B  "THEN" 
uBEGIt la  BESTEGRAIDI= NN; D E S T E V A R l t  S I C  "ENDn 

"END" "ELSE" 
*i3EGINn OUTPUT(7 l r  ' ( " * ( "  F A I L E D  V w ~ / " ) " ) t  

"GDTO" E X I T  
"ENDw 

*ENDn LOOP1 
E X I T :  OJTPUT(71,  w ( v / / , " ( w D E  BESTE GRAAD I S  w ) w 8 2 Z D B 8 ,  

" ("MET VARIANTIE " ) " r  8.4DW+330, / / " )  "1 BESTEGRAAD, B€STEVAR] I 
TlUTPUT(71* " ( " " (" D E  C O E F F I C I F N T t ~ J  ZIJN " ) " r / " ) " ) f  
" F O R V t a  O "STEDW 1 Wl ;T ILm BESTEGRAAD *DO* 
OUTPUT(71, n ( m 2 Z D B ~ B + . 1 ~ D n + 3 D B ~ / w ) " ~  I r  COEF[I+~,BESTEGRAAD))  

"END" 
'END" 

"EOPn 



GRAAD V A 8 I A N T I E  

DE B E S T E  GRAAD I S  1 2  HET V A R I A N T I E  , 1 4 1 4 " - 0 0 8  



SUBHOUTlrJE DlJPVEC(L, U, A, B,  N) 
COPIEERT DE VECTOR I N  ARRAY 5 ( L  ., U I  NAAR DE VECTOR I N  
ARRAY A ( L  9. U) 
I N T t G E R  L, U 
REAL A(N), B ( N 1  

DO 10 I L, U 
A ( I )  B ( I 1  

RETURN 
END 

SUBROUTINE DUPCV(L, U, J ,  Ar B, R 1  C l  
COPIEERT DE VECTOR B ( L  .. U) NAAR DE KOLOH VECTOR I N  & ( L  s. U, J)  
INTEGER L, U t  J ,  R, C 
REAL A(R, C ) ,  B ( R )  

DO 10 K 8 L, U 
A(KI J )  r B ( K )  

RETURN 
END 

SUBROUTINE DUPMAT(LR, UR, LC, UCr A ,  8, R, C )  
COPIEERT DE MATRIX I N  ARRAY B ( L R  UR, LC UC) NAAR DE MATRIX 
I N  AR3AY A(LR ,. UR, LC .. UC). 
INTEGER LR, UR, L C r  UC, R, C 
REAL A(R, C), B (R1  C l  

INTEGER ROM, COL 

DO 10 ROM LR, UR 
DO 10 COL LC, UC 

A(ROW, COL) c B(ROW, COL) 
RETURN 
END 

REAL FUNCTION F ( T )  
Di TE BENADEREN FUNCTIE, 

c o r t + o l  M, N, K, HNU 
REAL K, HNU 
DIMENSION HNUCIS) 

REAL LABDA, PROD 

REAL S I N H  
SINHCX) p (EXPCX) + EXP(-X))  * TANH(X) / 2 

LABDA r 2 0 0  * K * (4 * T t 11 
PRO0 z 1 . O  
DO 10 I 1 l ,  N 

PRO0 i PROD / S I N U (  H N U ( I )  / ( 2  LABDA) ) 
F 3 P 8 0 0  / ( 2 * *  N LABDA) 
RETURN 
E ND 



SUBROUTI NE I ~ J I A ( A ,  H, ~ i )  
DE VANDERHONDE MATRIX  XORDT I11 ARRAY A  OPGESLAGEN, 
REAL A (H1 ,  f l )  

H H I N l  = M - l 
DO 10 1 i, M i  

A(1,  l )  = 1.0 
T  = (I - 11 / F L O A T i M ì  
DO 10 J s 1 ,  f t H I N 1  

ACI ,  J t 1 )  ' T ** J 
CONTINUE 

RETURN 
END 

SUBROUTINE I Y I F F C F F ,  M l )  
DE VECTOR V A N  F U ~ ~ C T I E U A A R D E N  111 DL DISCRETISERIEiGSPLlr(TEI4 HORDT I N  
ARRAY FF OPGEBORGEN. 
REAL F F ( H 1 )  

COMMON M ,  N, K ,  HiJU(1SI  
REAL KI HNU 

RETURN 
END 

REAL FUNCTION POLCNr X ,  T r  H )  
BEREYEYT V009 ARGUP'EYT T HET POLYNOOY VAN DE GRAAD N MET 
C O E F F I C I E A T E N  I N  ARRAY X, 
REAL X ( M I  

P  r X ( V  i l )  
DO 1 0  I l ,  N 

P G P * T ~ X ( N * ~ - I )  
POL a P 
RLTURN 
END 



PROGRAM POLFITl ( rNPUT,OUTPUT) 
F I T  EEN PLOYMOOH NET t F N  K L L I I I S T E  KHADRATEN OPLOSSING VAN 
1,3,11 MET BEHULP VAY S IYGULIERE dAAROEr4 ONTBIYDIIdG DDOH AANROEP 
VAN LLSQAR U I T  IYSL ,  
P O L F I T 1  ROEPT D I R t C T  OF I N D I R E C T  DE VOLGENDE SLIBROUTINES OF 
FUNCTIONS AAW I 
DJPVEC, DUPCV, DUPHAT, F, I N I A ,  I N I F F *  POL ( Z I E  VO0RAFGAANDE)r 
GRAAD;, LSTSQl  ( Z I E  VERVOLG)* 
LLSJAR ( U I T  IHSL) ,  
HET PR OGRA MMA VE R WA C H T  DE GETALLEN HYU ALS xnvom. 

COHMON H* N, K,  HIitJ(1S) 

REAL AC338 321, COEF(S3, 3S)r SIGHA(SL1 ,  HNU, K, F F ( 5 3 )  
INTEGER DEGREE* DEGREEI 

EXTERNAL GRAAD1 
INTEGER GRAAD1 

. . 

CALL I t r I A ( A ,  M* 
CALL I N I F F t F F ,  H l )  
DEGREE s GRAADICA.  FF. SIGMA. COEF. Y. n i l  - - 
DEGREEI = DEGREE i 1 - 
P R I N T  1 0 0  
P R I N T  120 ,  DEGREE 
P R I N T  130 ,  SIGHA(DEGREE) 
P R I N T  1 4 0  
DO 2 0  I ï 1, DEGREEI 

2  O P R I N T  1 5 0 ,  COEF(1, DEGREE) 
1 0 0  F O R f l A T ( " l P O L Y N O O ~ i F I T T I N G e  K L E I N S T E  KdADRATEMOPLOSSINGe"r 

C "S I IdGJL IERE WAARDEN ONTBINDING HET LLSOAR U I T  IMSL,") 
1 2 0  FORMAT("0GRAAD I " , I U ,  / I  
1 5 0  FORMAT(" VARIANTIE l", E 2 4 , 1 4 * / )  
140 FORMAT(n COEFFICIENTEN t " / j  
1 5 0  F O R t i A T t E 2 4 e l 4 )  

END 



SUBROUTINE L S T S Q ~ ( M A T ,  No B, SIC, COEFo * O  n i l  
C B I J  GEGEVE'!  GRAAD WORDT Egt4 K L F I E ! S T t  ~ ~ A D ~ A T E I I O P L O S S I N G  MET 
t L L S g A R  BERIIKEt40, E N  DE L IJ f iLH0RI ; ' lÛE V A R I A M I E ,  

REAL M A T ( H 1 o  M), ü(Ml), SXC(M1r COEF(t41,  Y 1 1  

L J l . N t 1  
C A L L  D U P M A T C l r  M l o  1 0  NL, Ao HATI M i ,  M )  
C A L L  RUPVEC(1 ,  lilt F F ,  B r  M l )  
C A L L  k L S Q A R ( A ,  FF, M l 0  N l ,  1, H l ,  M l ,  14, WKAREAO I E R )  
~ A L L  DuPCvCi, R i o  t<, t D t F ,  FC, %i@ W1; 
D E L  = 0.0 
D D  1 0  I = l #  Ml 

T  = (1 0 l )  / F L O A T í M )  
1 o D E L  D E L  t C POL(N,  FF,  To H) e B ( 1 )  I '* L 

S I G ( N )  z D E L  / ( N J 
RETURN 
END 

I N T E G E R  F U ~ J C T I O N  G R A A D l [ M A T r  8, S I G ,  COEF, M, H l )  
C B E P A A L T  D E  B E S T E  GRAAD. 

R E A L  f l A T ( H 1 , Y ) o  B(HI1, SIG(H), COEF(Y1, p l )  

H M I N I  = U - 1  
DO 10  U N  l ,  M M I N 1  

C A L L  L S T S Q ! ( M A T o  NN, 8 0  S I C ,  COEF, ift H l )  
I F  ( NN .EO. l 1 G O 1 0  1 0  
I F  ( S I G ( N N )  ,LT. S I G ( N N  * $ 1  l GOTD 1 0 0  
G a A A 0 1  G NN - l 
R E T U R N  

l O 0  I F  ( S I G ( N t 4 )  ,GT, I E - 8 )  GDTO 10 
G R 4 A D 1  = NH 
R t T U R N  

1 O C D Y T I N U E  
GRAAD z H M I N 1  
RETURN 
END 



PDLYNOO!Ì-FITTING. KLEINSTE K I J A D R A T E N O P L O S S I N G . S I ~ J G U L I E R ~  HAARDEN 
ONTUINDIt4G HET LLSOAR U I T  IMSL. 

GRAAD i 11 

V A R I A N T I E  i , 8 8 4 8 9 5 7 1 5 8 6 1 3 4 E - 0 9  

C FIT-EEU P O L Y ~ I O O H ~ ~ ~ E T   EN K L L I I I S T E  K ~ A D R A T E N O ~ L O S S I N G  VAN 
C 1.3.11 HET OEHLILP V9hl F U U A M F  U I T  NAG, 
C POLF I T2 ROEPT DIRECT OF INDIRECT GE VOLCEYOE SUBROUT 1NES OF 
C FIIbiCTIONS AAN; 
C OUPCV, F ,  I N I A ,  I l l f F F ,  POL ( Z I E  VOORAFGAANDE), 
C LSTSQ2, GRAAD2 [ZIE VERVOLG), 
C F 0 U A L 1 f  ( U I T  NAG). 
C HET PiìOGRAMMb VERWACHT DE GETALLEN HVU ALS INVOER, 

COHMON M, N, K, HNU(151  

REAL A ( 3 3 ,  321, COEF(S3, 331, S I G f l A ( 3 2 ) t  HNUt K ,  F F ( 3 3 )  
INTEGER M, N, I, DEGREE, DEGREE1 

EXTERWAL GRAAD2 
INTEGER GRAAD2 

M r S 2  S H l i H + l  $ N a 1 9  
K r 8 . 6 ~ 7 0 6 5 E - S  
DO 1 0  1 1, N 

1 O READ * t  HNU(1) 
CALL I N I A ( A ,  Y,  '411 
CALL I b l I F F ( F F e  H l ]  
DEGREE = GRAADZ(A, FF, SIGMA' C O E f ,  '4, Mi) 
DEG8EE1 r OEGREE t l 
PRINT 1 0 0  
P R I N T  120,  DEGREE 
P R I N T  130,  SIGMACDEGREE) 
P R I N T  I V O  
DO 2 0  I : 1 ,  DEGREE1 

20  P n I N T  150,  C9EFí1 ,  DEGREE) 
100 F O R M A T ( ~ ~ P O L Y ~ ~ O D Y . F X T T I N G ,  KLEINSTE KHADRATENO?LOSS~NG,~,  

C n F O U A M F  U I T  t4AGen) 
120 FORflAT("OGRAAD2 i " , I 4 8  /) 
130  FORMAT(" VARIANTIE Z " e  E24.14,/) 
1 4 0  F04HATCn COEFFICIENTEN ; * / )  
150 FORMAT(E24.14) 

END 



L O G I C A L  F U I l C T I G t i  L S T S Q 2 ( ' + A T ,  N, 5, SIC, COEF, H, H l )  
R i A L  r l A T [ b l l ,  M), b[H), SIG( ! : ) ,  COLF("ir Hl) 

E T A  = 2.0 t *  (-47) 
I P  = X F A I L  + 1 S N1 = N + l 
C A L L  F O U A P ~ F ( ' ~ A T ~  t l l ,  FF, H l I  BI "1, "li N l r  I P ,  E T A *  AI M l o  

C  ALPHA, E0 Y ,  Z. 9 1  I P I V ,  I f A I L I  
I F  [ I F A I L  .EP. l l GOTO 100 
I F  ( I F A I L  .ER, 2  1 GO10 200 

C I F A I L  .EQ. O 8 
CALL  D U P C V ( ~ *  ~ i ,  N, COECO FF, H l ,  
D E L  = 0.0 
DO 10 I i: 1,  H1 

T  z ( I  - 1) F L O A T ( Y )  
1 0  D E L  i: D E L  + ( POLCN, FF,  T, M) r B ( I 1  1 t *  2 

5 J G ( u )  z D E L  / ( M  - N)  
L S T S O Z  ü .TRUE. 
RETURN 

C I F A I L  .EQ. 1 t 
1 0 0  P 3 X h T  *, " S I Y G U L I E R  VOOR GRAAD2 I ", N 

L S T S Q i ?  i: . F A L S E i  
RETURN 

C  I F A I L  .EO. 2  1 
2 0 0  P R I N T  *, 'GEEN P O G I N G  OPLOSSING T E  VINDEfJ. GRAAD 1'0 N  

L S T S Q 2  i .FALSEe 
R i T U R N  
END 

I N T E G E R  F U t J C T I O N  GRAAGZ("A1, 5,  S I C ,  COEF, H *  M 1 1  
R E A L  H 4 T t H 1 , " ) r  B ( M l ) ,  S I G ( M 1 ,  COEF(q1, M i )  

E X T E R N A L  L S T S Q Z  
L O G I C A L  VAROK, L S T S Q Z  

DO 1 0  NN I I r  M M I N 1  
I F  ( LSTSQ.?(MAT, NN*  B ,  S I C ,  COEF, M ,  H l )  1 G010 l 0 0  

200  GRAAD2 t NN 1 
RETURN 

250 GRAAD2 i NN 
RETURN 

100  I F  ( NN .EO. l l GOTO 1 0  
I r  ( S I G ( N 4 )  ,GE. S I G ( N N - 1 )  1 GOTO 2 0 0  
I F  ( S I G C N N )  .LE. l E 4  GOfO 250 

10 C O N T I N U E  
GRAAD2 F M M I N 1  
RETURN 
END 



POLYNOOM- FITT ING.  I L E X N S T E  KWADRATENoPLOSSING, FO4AMF U I T  NAG, 

GRAAD2 t I 1  

V A R I A N T I E  i e 8 8 4 7 8 8 3 6 0 4 6 6 7 1 ~ - 0 9  

COEFFICIENTEN t 



PROGRAV PJLF IT3(11 ipUT,OUTrUT)  
C F I T  EEN PûLY'I031" 0 0 0 4  CL i C R M A A L V E Q G E L I J K l 4 G  1.3,8 t1FT 
C  C I ~ O L E S K Y ~ S  tiETH03L. OP TC LOSSEtI ' I C 1  BEHJLP VAN LESTZP U I T  SHSL. 
C P S L F I T 3  RJEPT D I R E C T  OF IhD1RLCT GE VJLGEVDE JUYROUTINES OF 
C  FJt iCTIO%S AAtJ: 
C  DJPCV, DIIPVtC, I N I A ,  I I J I F F ,  F D  POL ( Z I E  V3RRAFGAANDE), 
C  GRAADJ, CdLSYY3, I N I A T F  (ZIC VERVOLG), 
C  LEO12Pt  VfFi33F ( U I T  IMSL) ,  
C HET PXílGi; .MvA VERHACHT DE GETALLEN HuU AL3  IYVOER, 

C0"YOY M, N, K ,  Wt i l I (15 )  

REAL A(3.3, 321, 4 ï A ( 5 2 8 ) (  b T F i S Z 3 ,  C û i F i 3 2 ,  3 Z l r  C I Û Y k ( 3 2 3 r  
C  HYUD K t  F F ( 3 3 )  

INTEGER DEGREE, DCCREEI, UB 

EXTERN4L GRAAD3 
INTEGER GRAAD3 

H z 3 2  f M 1 s H + 1  S N s 1 5  
U B = M * ( H t I ) / i !  
K  r 8 , 6 1 7 0 6 5 € * 9  
DO 1 0  1 = l ,  N  

1  O READ r ,  HNU(1) 
CALL l l J I A ( A t  MD H l )  
CALL I N I F F C F F ,  H l )  
CALL VTPRJF(A t  Y!, H D H l ,  A f A )  
CALL I Y I A T F ( A ,  FF, ATF, H l )  
DEGREE : GRA4D3(ATAt  ATF, SfG!lA, COE?, H, H l ,  FF, UB) 
D E C R E E I  DEGREE t 1 
P R I N T  1 0 0  
P R I N T  120,  DEGREE 
PRI,<T 130 ,  SIGMACDEGREE) 
PRINT 1 4 0  
- -  - - . - - - - 

20 P R ~ N T  150, CnEF(1 ,  DEGREE) 
1 0 0  F O 4 ~ I A T ( " l P O L Y i . i 0 0 ~ - F I T T I ~ ~ G ,  f iOR~'AALVL:?GFLIJKING EN CHOLESKY', 

C " ONTdINDIMG. LEQTZP U I T  I'ISL.", / l  . . 

120 FORAAT(wOGRAAD3 i ',IU, / )  
1 5 0  FORM4TCn V A R I A N T I L  8 %  C E Z . I U D / )  
1 4 0  FORtIAT("  COEFFICXENTEN 8 " l )  
i 5 0  F O ~ t ~ A T ( E 2 4 i 1 4 )  

El40 

SUBROUTINE I Y I A T F ( A r  F F D  ATF, H, H l )  
REAL A(H1, Hl, F F ( N L ) D  ATFCM) 



LOCICAL FUNCTIOIJ C H L S K Y ~ ( I ~ A T ,  N, ATF, S ~ G ,  COLF, n, M i ,  FF, UB) 
INTLGLQ UB 
RLAL YAT(LJB)r ATFLMI, SIG(M)o COEF(H, q), F F ( H 1 )  

REAL BR (321 t dKAREA (5921 
INTEGER I D G l r  I E R *  I r  N 1  
LOGICAL OK 

M 1 = N t 1  
CALL DUPVEC(1, N l a  BB, ATF, n )  
CALL  LEPT2P(MAT, 1. Y l ,  H, 88 ,  I D G T ,  D I ,  D2p WKARTA, I E R )  
CHLSKYS a OK ( I E R  ,NE; 129 .AND, ( IER .NE, 130 1 
I F  ( ,NOT. OK 1 RETURN 
CALL D U P C V ( ~ ,  NI, N, COEF, BB, n, n) 
DEL 8 0.0 
D O  10 I = i, n1 

T t (1  11 I CLOAT( r )  
1 0  DEL DEL t ( POL( No BBo T, H )  F F t I )  1 * *  Z 

SIG(N) s DEL / (M - N) 
RkTURN 
END 

INTEGER FUNCTION GRAAD3(HATt B, SIG, LOEF, Ho M l ,  FF, UB) 
IGTEGER H, H!, UB 
R t b L  N A f ( J B ) p  B(M), SIG(H) ,  COEFCMPM), FF(M1)  

EXTERNAL CHLSKY3 
LOGICAL CdLSrYS 

I F  ( C H L S K Y J ( ~ ~ A T ,  NN. B, SIGI LOEF, Ho H l ,  FF, UB) ) GOTO 100 
200 GRAAD3 a NN l 

RETURN 
L50 GRAAD3 o NN 

RETURN 
100 I F  t NN .EO, 1 1 GO10 10 

I F  ( SIG(NN) . G € *  S I G ( k N * l )  GOTO 2 0 0  
I F  ( S IGíNN)  .LE. l t - 8  ) GO10 250 

1 O CONTINUE 
GRAAD3 i MMIN1 
RLTURN 
END 



P O L Y N 0 0 1 l i F I T T 1 N G .  N O R ~ 1 & A L V E R G t L I J K I ? ~ G  EtJ C Y O L E S K Y  O ~ J ~ E I Ì ~ D I U G .  LLQTZP 
UIT IHSL. 

COEFFICIENTEN ; 



F I T  EEM POLYYOOM D 0 0 4  DL :IOHMAALYtRGELIJKIf i iC 1.3.8 NET 
CHf lLESYYtS tjETHODE TE LOSSLIJ UIIT BEHULP VAN fO4ASF U I T  NAG, 
P O l F I T 4  40EPT D i R L C f  OF I I I D I R L C T  DE V D L G E U D E  SUBROUTINES OF 
FUNCTIONS AAY: 
DOPCV, I N I A ,  I W I F F I  POL ( Z I E  VOORAFGLIND€), 
CHLSKY'J. GRAAD4, I V I A T A F  [ Z I E  VERJOLG1. - - . - - . . 
F O ~ C J F , ~ F O ~ C Y F , ~ F O ~ A S F  (UÌT NAG).  
HET PROGRAMNA VERNACWT DE GLTALLEN HYU ALS INVOER, 
COHHOY Mr N, K ,  H N U ( l 5 )  

REAL A ( 3 3 ,  321,  ATA(32,  S Z ) ,  A T F C 3 2 ) r  COEF(32r  321, S I G M A ( 3 2 ) r  
C  HNU, K, F F ( S 3 )  

INTEGER DECREE* DEGREEI 

EXTCRNAL GRAAD4 
INTEGER GRAAD4 

U i 3 2  S H l s M t ;  $ N i 1 5  
K  = 8,61706SE-S 
DO 1 0  I 1, N 

REA0 * t  HNU(1) 
C A L L  I ' J I A ( A ,  fl, H l >  
CALL  I N I F F ( F F ,  M11 
CALL I Y I A T A F ( A r  A T A I  ATFt  FF, " t  H l )  
DEGREE r GRAADU(ATA8 ATFI SIGMA, COEF, H, FF)  
DECREEI r DEGREE t 1 
P R I N T  1 0 0  
P R I N T  120 ,  DECREE 
P R I N T  130,  SIGMAIDEGREE) 
P R I N T  1 4 0  
DO 2 0  1 s 1, DECREEI 

PRINT 150,  COEF( I8  DECREE) 
FORHAT("1POLYNOSMmFITTING, NORYAALVERGFLIJKING EN CHOLESKYu, 

C  " ONTöINDING, FOUASF U I T  NAG.*) 
FORMAT("0GRAADU I ",CU, / )  
F 0 9 t ! A T ( "  V A R I A N T I t  I t E24.14,/) - 
FORr iAT("  C O L F F I C I E ~ J T E N  ; " i ]  
FOQrIAT(E24, lU)  
END 

SUBROUTINE I N I A T A F t A ,  ATA, ATF, F f ,  q, H l )  
REAL A(M1, M ) ,  ATA(M8 M ) ,  A f F ( u ) t  FF(M1) 

I F A I L  O 
C A L L  FOlCJFCAT,  A, w ,  H l ,  0, I F A I L )  
CALL  F O ~ C K F ( A T A I  AT, A, M, M, H l ,  Z* 1, 1, I F A I L )  
CALL  FOlCKF(ATF,  AT8 FF, Mc l ,  41, Z 8  1 ,  1, I F A I L )  
RETURN 



LOCICAL FiJrJCTIO'4 ~ . H L S K Y ~ ( ~ ~ A T I  N, B r  SfF,  COEF, 1.1, F F )  
RLAL M A Ï ( H i  'qj, B ( N ) ,  S IC(M) ,  C O € ~ ( H ,  w ) ,  F F ( M 1 )  

REAL S O L ( 3 2 ) ,  WKl(321 ,  WK2(32) ,  DEL, T 

N l = N * 1  
I F 4 1 L  = l 
CALL F0UASF( '~ATr  M, 8 ,  141, SOL, W K I ,  dK2, I F A I L )  
I F  ( I F A 1 L  * 1 ) 3 0 0 ,  290,  1 0 0  

C I F A I L  .EO, Z 8 
1 0 0  PRINT k, " A f R f X  TE S ~ t C r i ?  G E Z i 3 i 4 D i T i û ~ F i R ü .  GRAAS ; " f  r4 

CtiLSKY4 = .FALSE. 

C  I F A I L  .EO. l l 
200 PRINT r ,  UMATRIX ! ( IET  P O S I T I E F  DEFIk I IET ,  GRAAD ; % N 

CHLSKY4 + .FALSE. 
RETURN 

C I F A I L  ,EO, 01 AAWOEP PAS SUCCESVOL. 
JOO CdLSKY4 .TRUE, 

CALL DUPCVClr  NI, N, C O E F I  SOLI 't M )  
DEL = 0,O 
DO 1 0  I l ,  H l  

T r ( I  - 1 )  / FLÛAf (M)  
1 0 DEL = DEL + ( POL(  N, SOL, T, M) FF(!) ) * *  2 

S I G L V )  DEL / ( M  N )  
RETURN 
END 

EXTERgAL CHLSKY4 
LOGICAL CtlLSKY4 

INTEGER NN, MMIN1 

Y H I N l  s H * l 
DO 1 0  NN I r  M H I N l  

I F  ( CHLSKY4(MAT, NN, B, SIG, LOEF, M, M l n  F F )  ) GDTO 100 
2 0 0  GRAAD4 8 !+N r 1 

RETURN 
250 GRAAD4 t NN 

RETURN 
1 O0 SF ( NN ,EO. 1 GO10 10 

I F  ( SIGCNN) .GE. S I G ( N N - I )  ) GO70 Z O O  
I F  ( SIG(r4tl) .LE. 1E*8 ) GO10 250 

10 COEJTINUE 
GRAAD4 = f l M I N I  
RETURN 
END 



POLYNODMrFITTI"l, NOR;lAALVEUCELIJKI:JC EI4 CYOLESKY O ~ J T B I N D I N G ,  F 0 4 ~ s F  
U I T  NAG. 

VARIANTIE i .55365527163548E-08 







1. LINEAIRE ALGEBRA 

1.2. Het eigenwaardsnprobleem en de 

singuliere waarden ontbinding 

door D.T. Winter 

(Mathematisch Centrum) 



1.2.1. Inleiding 

Evenals voor het onderwerp lineaire stelsels bestaan er ook voor het 

eigenwaardenprobleem en de singuliere waarden ontbinding goed geanalyseerde 

algoritmen. We zullen bekijken wat de programmatheken ACCULIB (ALGOL 60 en 

FORTRAN) , IMSL (FORTRAN) , NAG (ALGOL 60 en FORTRAN) en NUMAL (ALGOL 60) ons 
op dit gebied te bieden hebben. Tevens zullen we, om meer inzicht in de 

singuliere waarden ontbinding te verkrijgen, het probleem aangeroerd bij 

het onderwerp lineaire stelsels met deze ontbinding trachten op te lossen. 

Ter verduidelijking is bij alle programmatuur uit ACCULIB met een A 

(ALGOL 60) of een F (FORTRAN) aangegeven voor welke taal de betreffende 

routine geschikt is. In de NAG programmatheek komt iedere routine twee maal 

voor, voor beide programmeertalen eenmaal, dit is aangegeven door een A of 

een F aan het eind van de routinenaam. Wij hebben deze routines overal 

samengenomen door de laatste letter te vervangen door A/F. Zo staat 

F02AXA/F voor de twee routines F02AXA (ALGOL 60) en F02AXF (FORTRAN). 

1.2.2. Overzicht beschikbare programmatuur voor het eigenwaardenprobleem 

We beschouwen het (gegeneraliseerde) eigenwaardenprobleem 

waarbij A en B gegeven n bij n matrices zijn, x een n-vector is (een eigen- 

vector) en A een scalar is (een eigenwaarde). Het is bekend dat vergelijking 

(1.2.2.1) n eigenwaarden heeft, die echter niet noodzakelijk verschillend 

zijn. Heeft deze vergelijking verder n lineair onafhankelijke eigenvectoren, 

dan noemen we de vergelijking niet-defect. In het defecte geval heeft de 

vergelijking dus minder dan n lineair onafhankelijke eigenvectoren en is in 

feite incompleet. 

Het eigenwaardenprobleem is het probleem Bén of meerdere eigenwaarden 

en/of eigenvectoren van (1.2.2.1) te berekenen. 

Aangezien er geen programmatuur beschikbaar is voor defecte vergelij- 

kingen beperken we ons tot de niet-defecte vergelijkingen. In de volgende 

gevallen is van te voren bekend dat de vergelijking niet-defect is, in 

andere gevallen is dat niet of moeilijk te bepalen: 

a) A reëel symmetrisch, B reëel symmetrisch en niet singulier; 

b) A complex hermitisch, B complex hermitisch en niet singulier; 



(B mag dus in beide gevallen de eenheidsmatrix zijn). 

We gaan nu het probleem uitsplitsen in het gewone eigenwaardenprobleem, 

waarbij B de eenheidsmatrix is. 

en het gegeneraliseerde eigenwaardenprobleem, met B ongelijk aan de een- 

heidsmatrix. 

1.2.2.1. Het gewone eigenwaardenprobleem 

We hebben de beschikbare programmatuur ondergebracht in een aantal 

tabellen. Tabel 1 bevat een ruwe indeling van het type matrix ( A )  en ver- 

wijst naar tabellen 2 tot 5. We hebben speciale vormen van A (zoals tridia- 

gonaalvorm etc.) weggelaten omdat de meeste routines er vanuit aaan dat die 

speciale vorm bereikt is met andere routines uit dezelfde programmatheek. 

TABEL 1 

A reëel, symmetrisch zie Tabel 2 

A rei.el, niet-symmetrisch zie Tabel 3 

A complex, hermitisch zie Tabel 4 

A complex, niet-hermitisch zie Tabel S 



TABEL 2 

Alleen eigenwaarden ACCULIB 

IMSL 

NAG 

NUMAL 

Eigenwaarden + eigenvectoren ACCULIB 

IMSL 

NAG 

NUMAL 

Beperkt aantal eigenwaarden NUMAL 

Beperkt aantal eigenwaarden NAG 

+ eigenvectoren NUMAJJ 

1) Speciaal geschikt voor zeer grote matrices. 
2) Berekent naar wens de eigenvectoren. 

TABEL 3 

disktri + tql2 (F) 
EIGRS 

FO2AAA/F 

grivalsyml 

grivalsym2 

jacob (A/F) 

disktri + tq12 + treigv (F) 1) 

tred2 + tq12 (A/F) 
EIGRS 2) 

FO2ABA/F 

qrisym 

eigvalsyml 

eigvalsym2 

F02AGA/F 

eigsyml 

eigsym 2 

Alleen eigenwaarden IMSL 

NAG 

NUMAL 

Eigenwaarden + eigenvectoren ACCULIB 

IMSL 

NAG 

NUMAL 

Beperkt aantal eigenwaarden NAG 

+ eigenvectoren 

EIGRF 

F02AFA/F 

reaeigval 

comeigval 

eigen (A/F) 

E IGRF 

reaeigl 

reaeig3 

comeigl 

FO~AGA/F 

1) Berekent naar wens de eigenvectoren. 
2) Alleen te gebruiken als van te voren bekend is dat alle eigenwaarden 

reëel zijn. T T 
3 )  Berekent ook de eigenrijen (d.i. de oplossing van x A = Xx ) .  



TABEL 4 

Alleen eigenwaarden IMSL 

NAG 

NUMAL 

Eigenwaarden + eigenvectoren I M S L  

NAG 

NUMAL 

Beperkt aantal eigenwaarden NUMAL 

Beperkt aantal eigenwaarden NUMAL 

+ eigenvectoren 

1) Berekent naar wens de eigenvectoren. 

Alleen eigenwaarden I M S L  

NAG 

NUMAL 

Eigenwaarden + eigenvectoren A C C U L I B  

I M S L  

NAG 

NUMAL 

Beperkt aantal eigenwaarden NAG 

+ eigenvectoren 

qrivalhrrn 

E I G C H  

FO2AXA/F 

qrihrm 

eigvalhrm 

eighrm 

E I G C C  

F 0 2 A J A / F  

eigvalcom 

equil + nordig + renorm 
E I G C C  

F 0 2 A K A / F  

eigcom 

F 0 2 A L A / F  

1) Berekent naar wens de eigenvectoren. 

1.2 .2 .2 .  Het gegeneraliseerde eigenwaardenprobleem 

Er is geen programmatuur beschikbaar voor complexe matrices. Het reële 

geval kunnen we onderverdelen in: 

1 )  A is symmetrisch, B positief definiet zie tabel 6; 

2 )  Aan 1 )  is niet voldaan zie tabel 7. 

In geval 2 )  moeten we er rekening mee houden dat eigenwaarden oneindig 

kunnen zijn, en zelfs ongedefinieerd (als A x  = Bx = 0 ) .  



TABEL 6 

Alleen eigenwaarden NAG FOZADA/F 

Eigenwaarden + eigenvectoren NAG FOZAEA/F 

TABEL 7 

Al leen  eigenwaarden IMSL EIGZF 

NUMAL qz iva l  

Eigenwaarden i- eigenvectoren IMSL EIGZF 

NUMAL q z i  

1) Berekent naar  wens de eigenvectoren. 

1.2.2.3. Gebruik van eiqenwaarden b i j  h e t  berekenen van nulpunten van 

polynomen 

Met behulp van de eigenwaardenroutines voor symmetrische matr ices  kan 

men de  nulpunten van orthogonale polynomen berekenen. Hiervoor i s  nog s l e c h t s  

één r o u t i n e  voorgesteld ( i n  NUMAL). Wel is e r  i n  NUMAL een rou t ine  (polzeros)  

d i e  m e t  behulp van de rout ines  voor berekening van eigenwaarden de nulpunten 

van een r e ë e l  polynoom berekenen. De zo berekende nulpunten z i j n  n i e t  e r g  

nauwkeurig, ze  kunnen ech te r  goed gebruik t  worden a l s  beginschat t ingen voor 

andere  r o u t i n e s .  

1.2.3. Programmatuur voor de s ingu l i e re  waarden ontbinding 

De s i n g u l i e r e  waarden ontbinding van een n b i j  m matr ix  A wordt ge- 

d e f i n i e e r d  door 

m e t  U en V u n i t a i r e  matrices en C een diagonaal  matrix.  D e  elementen op d e  

d iagonaal  van C dienen p o s i t i e f  of  O t e  z i j n ,  en he ten  s i n g u l i e r e  waarden. 

We kunnen de s ingu l i e re  waarden ontbinding,  onder andere, i n  de  volgen- 

d e  geva l l en  gebruiken: 



a. Bepaling van de rang van A. De rang is gelijk aan het aantal singuliere 

waarden ongelijk aan 0. Als we numeriek te werk gaan zullen we natuur- 

lijk singuliere waarden kleiner dan een bepaald (klein) getal als nul 

beschouwen. 

b. Bepaling van de pseudo-inverse van A (voor definitie zie hoofdstuk 1.1.). 

De pseudo-inverse van A wordt bepaald door 

waarbij C+ ook een diagonaal matrix is, met nullen op de diagonaal waar 

C ook nullen heeft, en verder de inversen van de singuliere waarden 

(zie ook de opmerking bij a.). 

c. Oplossing van een kleinste-kwadratenprobleem. Laat gegeven zijn het 

stelsel 

met de vraag x zodanig te bepalen dat de lengte van de vector r = Ax - b 

minimaal is. In dit geval is 

een oplossing, en wel, indien er meerdere oplossingen zijn, de oplossing 

van minimale lengte. 
H 

d. Bepaling eigenwaarden en eigenvectoren van A A. De eigenwaarden zijn 

gelijk aan de kwadraten van de singuliere waarden van A, en de eigen- 
H H H 

vectoren staan in matrix V (want A A = VC CV ) .  De singuliere waarden 
H 

ontbinding is nauwkeuriger dan wanneer we eerst A A berekenen en daarna 

hiervan het eigenwaardenprobleem oplossen. 
H -1 H -1 H 

e. Bepaling van de inverse van A A. De inverse is eenvoudig VC (L ) V . 
Ook hier is weer de singuliere waarden ontbinding stabieler. 

f. In het algemeen de oplossing van stelsels Ax = b. Vaak is oplossing met 

behulp van de singuliere waarden ontbinding stabieler dan met de andere 

methoden (vgl. hoofdstuk 1.1.). Dit geldt vooral als A een slechte kon- 

ditie heeft. 

In de volgende tabel kunnen we aflezen welke routines voor de singu- 

liere waarden ontbinding beschikbaar zijn (er zijn geen routines voor com- 

plexe matrices) . 
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Alleen singuliere waarden NUMAL qrisngval 

Volledige ontbinding IMSL LSVALR 

NAG FO i BGA/F 

FOI BHA/F 

NUMAL qrisngvaldec 

T 
1) Berekent niet de ontbinding UCV , maar E, V en bij een gegeven matrix 

T + 
B: U B, dit is een deel van de berekening van A B. 

1.2.4. Gebruik van de singuliere waarden ontbinding 

In het probleem, vermeld in hoofdstuk 1.1.3. komen we uiteindelijk tot 

de volgende wiskundige formulering : 
N 

Bepaal een polynoom P (t) = x. + x t + ... + \t van graad N zo- N 1 
danig dat 

minimaal is, waarbij m, f en t. gedefinieerd zijn als in hoofdstuk 1.1.3. 

Noteren we voor zekere N 2 1. 

T 
F = (f (t0), f (tl) r . .  . ,f (tm)) 

en verder nog de zg. Vandermonde matrix: 



dan wordt dus gevraagd de lengte van de vector Vx-F te minimaliseren, en 

dat is precies het kleinste-kwadratenprobleem uit voorbeeld 1.2.3.c. 

Verder willen we natuuriijk dat het polynoom PNit) van zo laag noge- 

lijke graad is. Om dit te verwezenlijken laten we N lopen vanaf 1 en be- 

palen de rang (numeriek) van matrix V. Aangezien het aantal rijen van V 

groter is dan het aantal kolommen (N+l) is de rang dus maximaal N + 1. Geldt 

nu vanaf zekere No dat de rang niet maximaal is, dan had toevoeging van de 

(N3+l)ste kolom geen zin, en kunnen we stoppen. Voor het uitgewerkte voor- 

beeld zie men het bijgevoegde programma. 

Ter bepaling van de numerieke rang werd de routine qrisngvaldec uit de 

NUMAL programmatheek gebruikt; en om uiteindelijk de vector x te berekenen 

werd de routine solsvdovr uit NUMAL gebruikt. 

1.2.5. Aanvullende notities 

1.2.5.1. De "performance indicator" in de IMSL proqrammatheek 

De "performance indicator" wordt gebruikt in verscheidene routines. Hij 

geeft aan hoe goed het proces verlopen is. Een waarde groter dan 100 be- 

tekent slecht verloop, waardeloze resultaten, een waarde kleiner dan 1 be- 

tekent een gunstig verloop. Dit laatste wil zeggen dat, gegeven een matrix 

A, een vector x en een scalar h, er kleine verstoringen AA, Ax en Ah zijn 

opdat (A+&) (x+&) = (A+AX) (x+Ax) . Dit betekent dat X dicht bij een echte 
eigenwaarde van A ligt, echter geenszins dat x dichtbij een eigenvector van 

A ligt. 

1.2.5.2. De routines reaeigval, reaeigl en reaeig3 uit NUMAL 

Deze routines werken alleen maar correct als alle eigenwaarden reëel 

zijn. Zijn niet alle eigenwaarden reëel dan leveren de routines de reële 

delen van de eigenwaarden af en eigenvectoren die nergens op slaan. Uiter- 

aard kan men altijd comeigval en comeigl gebruiken, en deze routines zijn 

vaak sneller, óók als alle eigenwaarden regel zijn! 

1.2.5.3. Structuur van de routines 

Alle routines transformeren de invoermatrix (matrices) eerst naar een 

speciale vorm, waarbij eigenwaarden c.q. singuliere waarden behouden 

blijven. Deze speciale vorm kunnen we aflezen uit de volgende tabel: 
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probleem spec ia l e  vorm 

Ax = Ax, A r e ë e l  symmetrisch 

of complex hermitisch 

Ax = Ax, andere  gevallen 

Ax = hBx 

t r id i agonaa l  r e ë e l  symmetrisch 

hessenberg 

A-thessenberg, B-tdriehoeksvorm 

A = ULV'-' b id iagonaal  

Hierna wordt het  i t e r a t i e v e  proces lo sge la t en  op de spec ia l e  vorm. 

Is de ma t r ix  a l  i n  spec ia l e  vorm, dan kunnen we de t ransformat iefase  

overs laan;  d i t  is  echter  n i e t  nodig omdat d i r e c t  ontdekt  wordt d a t  deze 

f a s e  l e e g  is. Bovendien a l s  we deze f a s e  overs laan  en w e  w i l l en  eigenvec- 

t o r e n  of de vol ledige  s ingu l i e re  waarden ontbinding berekenen, dan dienen 

w e  s p e c i a l e  kunstgrepen toe  t e  passen. 

1.2.5.4. Berekenen van e i a e n r i i e n  

Alleen de  rout ine  eigen u i t  ACCULIB berekent e igen r i j en .  Willen we 

deze  berekenen met é6n van de andere rou t ines ,  dan dienen we h e t  ge t rans-  

poneerde probleem in  t e  voeren, immers de  e igen vectoren van z i j n  de 

e i g e n r i j e n  van A e t c .  

1.2.5.5. Singu l i e re  waarden ontbinding van matr ices  met meer kolommen dan 

r i j e n  

Al l e  r o u t i n e s  voor de s ingu l i e re  waarden verwachten d a t  h e t  a a n t a l  

r i j e n  g r o t e r  i s  dan of g e l i j k  i s  aan h e t  a a n t a l  kolommen. Is d i t  n i e t  h e t  

geva l ,  dan voeren we de getransponeerde matr ix  i n .  

1.2.5.6. Vierkante matrix U b i j  de s i n g u l i e r e  waarden ontbinding 

Soms b e s t a a t  e r  behoefte aan een v i e rkan te  matr ix  U t e r w i j l  de invoer-  

mat r ix  n i e t  v i e rkan t  is. We lossen  d i t  op  door de invoermatrix met een aan- 

t a l  aanvullende nulkolommen vierkant  t e  maken. 
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2. BEGINWAARDE- en BEGIN-RANDWAARDEPROBLEMEN 

2.1. Beginwaardeproblemen voor stelsels gewone 

differentiaalvergelijkingen 

door P.A. Beentjes 

(Mathematisch Centrum1 



2.1.1. I n l e i d i n g ;  Inven ta r i s a t i e  programmatuur 

Veel verschi jnse len  en problemen z i j n  wiskundig t e  beschr i jven  door 

middel van een  s t e l s e l  gewone d i f f e r e n t i a a l v e r g e l i j k i n g e n ,  waarvan de 

op los s ing  i n  een bepaald punt gegeven i s  

y(xO)  = Y o g  f en y mogeli jk vec toren .  

Dikwi j l s  z a l  men van deze beginwaardeproblemen de oploss ing  i n  één of 

meerdere punten wi l len  weten. A l s  deze op los s ing  moe i l i j k  of i n  h e t  geheel  

n i e t  a n a l y t i s c h  t e  bepalen is  (wat mees ta l  h e t  geval  i s ) ,  dan z a l  men 

z i j n  t oev luch t  moeten nemen t o t  numerieke methoden. In  t o t a a l  z i j n  h iervoor  

i n  de  t e  bespreken programmatheken (ACCULIB, IMSL, NAG en NUMAL) zo'n 30 

procedures  ( subrout ines)  beschikbaar. 

Een o v e r z i c h t  van deze programmatuur wordt gegeven i n  t a b e l  1. Voor 

even tue l e  verwijzingen z i j n  de procedures (met welke naam voor h e t  gemak 

ook sub rou t ines  bedoeld kunnen z i j n )  van een nummer, met toevoeging A 

(ALGOL procedure)  en/of F (FORTRAN subrou t ine ) ,  voorzien. 

Na deze in l e id ing  zul len  a l l e r e e r s t  de b e l a n g r i j k s t e  ( s tuur)parameters ,  

d i e  men b i j  een procedure voor h e t  oplossen van beginwaardeproblemen kan 

tegenkomen, worden besproken. Vervolgens z u l l e n ,  a fhanke l i j k  van probleem- 

eigenschappen en  spec i f ieke  wensen van de  gebruiker ,  adviezen worden gege- 

ven t e n  aanzien  van de t e  gebruiken p rocedure ( s ) .  

T e n s l o t t e  z a l ,  door middel van een twee ta l  voorbeelden, de p r a k t i j k  

van h e t  oplossen ,  in  de vorm van programma's, worden bekeken. 



TABEL 1 

Inventarisatie van de beschikbare programmatuur. 

Programmatheek Procedurenaam Nummer Algaritme 

ACCLTL IB 

IMSL 

NAG 

NUMAL 

DIFFSIS 

DCSLDE 

DREBS 

DVOGER 

DOSAHA(F) 

MULTISTEP 

IMPEX 

LINIGERlVS 

RKE 

RK4NA 

RKSNA 

RK2N 

RK3N 

EXP.F.TAYLOR 

EFERK 

EFS IRK 

GMS 

DIFFSYS 

MODIFIED TAYLOR 

EFRK 

LINIGER 2 

ARK 

1 A E i l l i r s c h - S t a e r  

2F Merson 

3F 

4F Bulirsch-Stoer 

5F Gear 

6AF Merson 

7AF Gear 

Krcgh 

Gear 

Liniger-Willoughby 

Runge-Kutta 

Runge-Kutta 

Runge-Kutta 

Kunge-Kutta 

Runge-Kutta 

Taylor 

Runge-Kutta 

Runge-Kutta 

Multistep 

Bulirsch-Stoer 

Taylor 

Runge-Kutta 

Liniger-Willoughby 

Runge-Kutta 



2.1.2. Belangrijke (stuur)parameters 

Zoals bij de meeste procedures het geval is, onderscheiden we ook 

bij procedures voor beginwaardeproblemen input (i-), output (O-) en 

input/output (io-) parameters. Voor de naamgeving van de hieronder te 

bespreken parameters is getracht een zo goed mogelijke "doorsnee" benaming 

te nemen. 

n - i-parameter . 
Het aantal componenten van y. Sommige procedures hebben een 

analogon voor scalarvergelijkingen (IA, 12A - 16A). 

X - io-parameter . 
De onafhankelijk variabele waarin meestal de beginwaarde x o 
moet worden meegegeven. 

b - i-parameter . 
Eindpunt van het integratieproces. De beschrijvingen van 2F, 

12A, 15A en 16A maken duidelijk dat 66k b < x. mag zijn. 

Bij sommige procedures (13A en 14A) mag b een oplossings- 

afhankelijke expressie zijn. 

Als een gebruiker geïnteresseerd is in een rij waarden 
N 

{y (xi) liL1 dan moet hij in de regel (uitzonderingen: SF, 9A, 10A) 
de door hem gebruikte procedure N-maal aanroepen. 

Y - io-parameter . 
De afhankelijk variabele, meestal een array ter lengte n, 

waarin bij aanroep de beginwaarden gegeven moeten zijn. 

der - Een procedure, door de gebruiker te schrijven, waarin de afge- 

leide wordt berekend. 

Soms wordt deze procedure componentsgewijs aangeroepen 

(3F, 13A - 16A). 

jac - Een procedure, wéér door de gebruiker te schrijven, waarin de 

jacobiaan - dat is de matrix met elementen af./ay. - wordt be- 
i 3 

rekend. In vele gevallen zal men dit liever numeriek willen 

doen. Als de hoofdprocedure hiervoor geen optie heeft, kan men 

in iedere programmatheek wel een geschikte hulpprocedure voor 

de jacobiaanberekening vinden. 



- i-parameters. 

Relatieve en absolute p rec i s i e  waarmee de nauwkeurighe.id 

varc he t integratEeproces wordt ges Pdurd. De vrr!rrcgen 

namkew7:gheid i n  de oplossing zal  i n  de r ege l  toenemen b i j  

k l e ine re  waarden van deze stuurparameters. 

Dikwijls  z i j n  r p  en ap arrays.  

De procedures 4 F  - 8~ willen van de gebruiker  een i n d i c a t i e  

omtrent de t e  voeren s tuurprecis le  ( r e l a t i e f ,  absol.iiut of  

be ide ) .  

- o-parameter . 
Geschatte f o u t  (mogelijk componentsgewi j s )  iiï de oploss ing.  

Over h e t  algemeen z a l  e s l ech t s  de grootte- orde van de 

werkeli jke f o u t  benaderen. Men mag dan ook geen a l  t e  g r o o t  

belang toekennen aan deze foutschat t ing .  

h,hmin,hmax - io-parameters. 

Respect ievel i jke  begin-, minimale- er) maximale s t a p  voor 

h e t  in tegra t ieproces .  De waarde hmin z a l  i n  de r e g e l  

s l e c h t s  gebruikt  worden a l s  e r  zich moeilijkheden voordoen 

t i j d e n s  i n t e g r a t i e ;  om deze mogelijke knelpunten h e t  hoofd 

t e  bieden verdient  he t  aanbeveling om hmin een v e i l i g e  

(= behoor l i jk  k le ine)  waarde t e  geven. 

Voor i n t e g r a t i e  met een door de gebruiker voorgeschreven 

s t a p ,  kan men t e rech t  b i j  de procedures 1 A  - 6AF, 2 3 A  en  

2 4 A .  

De 6énstapsprocedures I A ,  4 F  en 5F geven na i ede re  s t a p  

een suggest ie  voor de groot te  van de volgende s t a p .  

Ook b i j  veel  andere dan de genoemde procedures kan rnen de  

s t a p ,  door middel van hmin = hmax, ze l f  regelen .  

sigma 

ou t  

- i-parameter. 

Een scha t t ing  van de spect raa l radius  of dominante eigen- 

waarde(n) van de jacobiaan. Deze parameter komt a l l e e n  voor 

i n  de s p e c i a l i s t i s c h e  NUMAL procedures 1 1 A ,  1 7 A  - 20A en 

2 2 A  - 2 5 A .  

- o-procedure. 

Bi j  sommige procedures z i j n  de r e s u l t a t e n  h ierdoor  na 

i ede re  i n t e g r a t i e s t a p  beschikbaar. 



foutmeldingen - De meeste procedures z i j n  beperkt  i n  hun mogelijkheden 

t o t  h e t  s ignaleren  van fouten .  Het afbreken van h e t  i n t e -  

gra t ieproces  door h e t  gedwongen gebruik van een t e  k l e ine  

in t eg ra t i e s t ap leng te  (mogelijke oorzaak: hmin t e  g roo t )  

geef t  de meest voorkomende foutmelding. 

2.1.3. Aanbevolen procedures 

Tabel  2 g e e f t  v i a  een boomstructuur de aanbevolen procedures voor h e t  

oplossen van beginwaardeproblemen voor gewone d i f f e ren t i aa lve rge l i j k ingen .  

Deze aanbevelingen kunnen worden gedaan op grond van 

a .  de  r e s u l t a t e n  beschreven i n  de t e s t r appor t en  van HULL e t  a l .  C19721, 

CRANE & FOX C19691 en KROGH C 19731; 

b. s p e c i f i e k e  kenmerken van h e t  op t e  lossen  probleem, zoals  s t i j f h e i d  en 

g r o o t t e ;  

c. de door de gebruiker gewenste nauwkeurigheid van de oplossing.  

D e  punten b. en c. zullen we nader bespreken aan de hand van de ingangen 

van t a b e l  2 .  

n klein/n groot 

De t a k  - n groot - s l a a t  op problemen waarvan 

(i) h e t  a a n t a l  componenten, n, moeilijkheden g e e f t  met betrekking t o t  

de geheugencapacitei t ,  dfwel 

í i i )  h e t  a a n t a l  componenten, n ,  he t  gebruik van bepaalde procedures 
3 

p r a k t i s c h  onmogelijk maakt op grond van daa r in  optredende O(n ) en/of 
2 O(n ) processen (bijvoorbeeld LU-decomposities en matrixvermenigvul- 

d ig ingen)  . 
De over ige  problemen worden gedef in ieerd  door n klein. De problemen met 

n groot komen meestal u i t  de hoek van de  (ged i sc re t i s ee rde )  p a r t i ë l e  

d i f f e ren t i aa lve rge l i j k ingen .  

niet stijf/stijf 

S t i j v e  problemen worden gekenmerkt door zee r  s n e l  varierende componenten 

i n  de op loss ing  (samenhangend met een spec iaa l  eigensysteem van de  

jacobiaan) .  De indel ing  niet-stijf/stijf is z invo l  omdat s t i j v e  problemen 

p r a k t i s c h  n i e t  op  t e  lossen z i j n  met " n i e t- s t i j v e "  procedures. 





n i e t  speciaaZ/speciaaZ 

D e  kwalificatie speciaal! slaat enerzijds op de procedures die speciale 

informatie over het spectrum van de jacobiaan vragen en anderzijds op 

procedures die speciale eigenschappen bezitten, zoals het kunnen integreren 

tot het nulpunt van een expressie (13A en 14A) of het direct kunnen oplossen 

van tweede orde differentiaalvergelijkingen (15A en 16A). 

hoge precisis/Zage precisie 

W a t  de verhouding (afgeleverde precisie) : (hoeveelheid rekenwerk) niet 

constant is voor een willekeurige procedure en een willekeurig probleem, 

is het belangrijk om het onderscheid hoge precisie/lage precisie te kun- 

nen maken. 

Opmerkingen en aanwi j zigingen 

1. Gebruik een kleine hmin, en een hmax, die niet groter is dan de mini- 

male afstand tussen twee punten waarin u de oplossing wilt weten. 

2. Gebruik voor een stijf probleem gé6n procedure waarvan de beschrijving 

niet expliciet vermeldt dat die procedure voor stijve problemen ge- 

schikt is. Omgekeerd kunt u wel "stijve" procedures op niet-stijve 

problemen loslaten (b.v. 5F, 7AF en 9A). 

3. Als u geen idee heeft van de grootte-orde van de oplossing, dan doet u 

er verstandig aan om het integratieproces - zo mogelijk - met een 
relatieve en absolute precisie te sturen. 

4. Kies de stuurprecisies niet te groot, maar ook niet onredelijk klein. 
-3 -10 

Een goede stelregel is: niet groter dan 10 en niet kleiner dan 10 . 
De meeste procedures lopen "lekker" bij stuurprecisies in de buurt van 

1 0 - ~  - IO-~. 
5. De nauwkeurigheid van de oplossing kunt u controleren door dfwel het 

probleem enige malen met dezelfde procedure, met verschillende stuur- 

precisies, op te lossen, bfwel door het probleem met verschillende pro- 

cedures op te lossen. 

2.1.4. Voorbeelden 

Probleem 1. 

In FRAZHO C19741 worden, door middel van een aantal differentiaalver- 

gelijkingen, simulatiemodellen gegeven voor de groei van twee algensoorten 

("groene" en "blauwgroene") onder invloed van anorganische stikstof en 



fosfor, de intensiteit van het zonlicht en de watertemperatuur van het meer 

waarin het proces zich heet af te spelen. Het model dat hier als voorbeeld 

wordt gebruikt, ziet er uit als volgt: 

Hierin zijn: 

Ag, Abg, N en P de concentraties van respectievelijk groene algen, blauw- 

groene algen, stikstof en fosfor; 

P e n N  - 
I I ' 

fosfor en stikstof toevoer; 

P en NI zijn als (experimentele?) functies van de tijd, 
I 
t, gegeven in de vorm van grafieken; 

IJ  en^^ - groeisnelheden van de algen. 
9 bg - 

Deze functies van de temperatuur T zijn ook in grafiek- 

vorm gegeven evenals de afhankelijkheid van T met betrek- 

king tot t (seizoenen!). 

In het artikel worden verder de overige functies en constanten van 

(2.1.4.1), alsook de beginvoorwaarden gegeven. 

De vraag is hoe de algenconcentraties er over een tijdvak van 8 maan- 

den ( 1  maart - 1 november) uit zullen zien. 
De oplossing is een kromme met een groeiexp1osi.e (voor de groene 

algen) omstreeks begin juni. In de bijlage staat een programma dat deze 

kromme als output geeft. Het probleem is niet stijf, maar wel moeilijk 

te integreren voor een aantal procedures. 

Probleem 2. 

Om ook een "stijve" methode te illustreren, beschouwen we een 

chemische reaktie met protoneringsevenwichten (de meer chemische kanten 



en achtergronden zijn te vinden in BORKENT [1976]. 

Ph 2 P + H , evenwichtsconstante K 
1' 

Amh -+ Am + H, evenwichtsconstante K2, 
C 

Inh In + H, evenwichtsconstante K 
in' 

met 

P een diamine, 

B een bezoylchloride, 

Am een tussenprodukt, 

A het nuttig produkt, 

In een indikator, 

Ph, Amh, Inh, geprotoneerde vormen van reswectievelijk, 

P, Am en In. 

De bovenstaande reakties zijn te beschrijven door een beginwaarde- 

probleem van 9 afhankelijke differentiaalvergelijkingen. Het stelsel is dan 

ook te herleiden tot het kleinere stelsel (met een bepaalde stof wordt nu 

de concentratie van die stof bedoeld) 



Ph + H + Inh = Am + ZA, 

en, op t = O ,  Po, B en In o O gegeven- 

Het vrijwel direkt op evenwiciht liggen van de laatste 3 reakkies van 

(2.1.4.2) is kenmerkend voor de stijfheid van dit probleem. 

De probleemstellers zijn geinteresseerd in de concentraties van de 

verschillende stoffen op t = i/20, i = 1(1)20. In de bijlage geven we een 

programma wat de concentraties aan protonen op deze tijdstippen berekent. 
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Bi j lagen 

PRnGRAY ALG(DUTP\JT, INALG# TAPE4=fYALG) 
C OPLOSSIhlG HILIEUPRORLFEH M,R,V, DASCRU(1MSL) 

INTEGER I S Y H ( l O 0 )  
RLAL  K(4),WK(161 
COMMON /DATA/  RBG, RKN, SKALLN, TAU, W, AG, RKP, B IGY 

t /HUDG/ XMUBG(lB), FMUBG(19) /MUG/ XMUG(L3) t  FMUG(23) 
t /TE"P/  X T E t l P ( l 5 1 ,  FTEMPt l 5  1 l t 41 /  X N I ( i B ) ,  FNf (1%) 
t / P I /  X P I ( l S ) ,  F P I ( 1 5 1  

EXTERN4L F 
DATA ISYM, RRG, RK'J, SHALLN, TAU, W , RG, RKP, BIGY 
t/ 1 0 0 * l H * ,  ,5 , .25 ,  .Z5 , ,S , l?,, Z,, .03, ,01/  

READ(U, * )  (XMUBG(I),  I =  1, 181, ( F f l U B G ( I ) ,  11 11 i e ) ,  
+ ( X H U t ( I l ,  I= 1, 2 3 ) r  (FYUG( I1 ,  I= 1, 231, 
t (XTEMP( I1 r  I =  1, 151,  ( F T E f l P ( I ) ,  I= 1, 151, 
t ( X N I ( I ) I  I 1 l I 1  1s 1, 1 8 ) '  
t ( X P I ( I ) t  I 1 l 1 Ia 1, 15) 

A= ,O S B= .l25 S Ha I E 1 5  S N: 4 
X(!): X ( ? ) =  .5 s X ( 3 ) -  .o5 S X(4 )a  1, 
D 9  2 J =  1 ,  6 4  
 CAL^ DASCRUCF,  A ,  B ,  H, N, X, WK, IER)  
IPOS: I F I X ( X ( 1 1  * S + .S) 
P R I N T  1, ( I S Y H ( I ) ,  I =  1, IPOSI 

1 FORMAT(lX, 10OA1) 
A =  B 

2 B = B t . l 2 S  
END 

SUBROUTINE FCXI Tc N, XP1 
REAL X P ( 4 ) ,  X(4)  
COHt!Oi+ /DATA/  RBG, RKN, SHLLLN, TAU, W c  RG, RUP, B I C V  
V l a  X(;) / (RKP t X ( 3 ) )  S V2= X ( 4 )  / (RKN t X(4)I S V4= FXMUG(T) 
VS= FXMUBG(T1 t V6a VU * X ( 1 1  V2 S V78 V5 * X ( Z )  
V3= ( X t U )  t SMALLN) / (RKN t X ( 4 )  t SMALLNI 
X P ( l ) =  ( V 4  * V 1  r V 2  - TAU - RG) * X ( 1 )  
X P ( Z ) =  ( V 5  t V1 V3 r TAU RBGI X (2 )  
X P ( $ ) =  P I ( T )  r X ( 3 )  * TAU r BIGY V1 [ V 6  t V7 V 3 1  
XP(4): F X N l ( 1 )  r X ( 4 )  * TAU r V 1  * ( V 6  t V ?  * V2) / W 
RETURN 
END 

C O M ~ O N  /HUEG/ X M U B G ~ ~ ~ I ,  FHUBG(18) 
X1= TEMPCX) 
I F  ( X 1  .LT. 5 . )  X l *  5; 
I F  ( X 1  ,GT. 25.) X l .  25. 
DD 1 I =  2 ,  1 8  
I F  ( X 1  .LEI XYUBG(I1)  GO T0 Z 

1 CONTINUE 
2 FXMUBGz ( ( X 1  - XMUBG(1-l))  ff F M U B G t I )  m ( X 1  - XMUBG(1)) 

t * F H U B C I I - l ) )  / IXMUBG( i )  - XMUBG(1-1)) 
RETURN 
END 



1 CONTINUE 
Z FXMUG= ( ( X 1  * X t I U G ( I * l ) )  * FMUG(1) (X1  XNUG(1)) 

+ * F M U G ( 1 - l ) )  / (XHUG(I ]  m X H U G ( I * l ) )  
RETURN 
E MS 

REAL FUNCTION TEMP(X1 
COMMO2 /TEMP/ XTEEtP( I5)  , F T E n P t ( 5 )  
DO 1 I =  2, 15 
I F  ( X  .L€. XTEMP(XI1  G O  T0 2 

1 COIITINUE 
2 TEMP: [ ( X  r XTEnP(X-1 ) )  * FTEMP(1)  r ( Y  XTEHP(I)I 

t * F T E Y P f I - 1 ) )  / (XTEMP(1) - X T E M P ( I * I ) )  
RETURN 
E  ND 

REAL FUNCTION F X Y I C X )  
C O ~ M O N  /NI/ X N I ( i B 1 ,  FNf(f8) 
DO 1 I =  2 ,  18' 
I F  (X .LES X N I [ I l l  G O  TU Z 

1 CONTINUE 
2 F X N i t  ( ( X  r X N I ( 1 - l 1 1  * F N I ( 1 )  0 (X * X N I ( 1 ) )  F N I C ~ ~ I ) >  / 

+ ( X N I ( 1 )  - X N I ( 1 - l ) )  
RETURN 
END 

REAL FUNCTION P I 1 X )  
COMHO,J / P I /  X P I ( l 5 ) e  F P I ( 1 5 1  
DO 1 I =  2, 15 
I F  ( X - . L € ;  XPI(I)) G O  T0 2 

l CONTINUE 
2 Pt= ( ( X  I X P I ( 1 - 1 ) )  * F P I ( 1 )  - (X * X P I ( 1 ) )  + F P I ( 1 - 1 1 )  / 

t ( X P I C I )  * X P I ( 1 - 1 ) )  
RETURN 
END 





"BEGIN*  @COMHENT" OPLOSSIWG CHEMISCt4E RFACTIES *,R,V, U U L T I S T E P C N U H A L ) ~  
" I N T E G E R n  1 s  NFEI 
"REAL" K1, K 2 i  K 3 r  K4, K5, K K l a  KK2, KUIN, X* XE, 

31,  R 2 r  R3, R U ,  R5, P i  B, A'', H, A #  PH, AMH, INH, IN I  
PO1 00, INOI 

"ARRAY" Y LI I 3 0 1  r SAVE(m38 1 3 0 1  JACL1 1 S r  1 8 Cl, Y H A X i 1  1 51 1 

wPROCEDURL" D E R ( D Y ) t  HARRAYn DY$ 
nüEGXN* P i =  Y (11 8 B I =  Y I 2 1 1  AH:; Y 1 3 1 i  t i l =  Y t 4 1  8 A t =  Y f S l ;  

A H ~ I =  - Z A t 8 0  - AH  - a t  PH:= P O r P W A H  A r AHHI 
r & n i =  2 n t n. - en - n 1  I r t r i  I u o  - i N n t  
R l ; = K l  * P e B; RZtr K2 * AM * R; R3;a (-P * 4 / K u l  + p H )  * K 3 1  
R4;=(aAH H / KK2 t AHH) * K 4 1  RS:t(mIN * H / K K I N  t IMH)* K 5 1  
DY I 1 1  I= R3  - R 1 1  DY t 2 1  $ a  + 41 R2; DY (31  t =  R1 - R2 t R41 
D Y [ 4 l ; =  R 1  t R2 t R3 t R4 t R51  DY[51;= R 2 1  N F E t =  NFE + 1 

"NDD" DER8 

wPRQCEDURER DUT(H, K ) #  P V A L U E V a  K J  nREALn H #  *INTEGERn KI 
" I F *  SAVE[-  l )  *t O "THEN" 
" BEGIN*  O U T P U T ( b 1 ~  " ( " " ( " S E R I O t t S  TROJBLES ENCOU14TERED A T  X t)*)", 

20.301 / " ) ) * r  X ) )  "GOTO* €SC 
"ENPO" I 

"PROCEDUREm MULTISTEP(PARS)J*CODE* 3 3 0 8 0 )  

P o i n  ,01751  Bei= , 0 1 5 2 t  I H O i =  " -SJ  
I ; =  i j  "FORw H l +  P o r  00,  0, 0 ,  O "DO" 
%BEGINw Y [I] I= HI Y M A X ï I I : =  l$ I:= I t 1 n E N D n ~  
K l a s  5 0 9 0 1  K?:= 2 0 6 0 :  KKI;: ,244 - 4; KKzI- .358"-41KKSNa=.3457"rJI 
K 3 1 =  K4:= K 5 1 =  "61 
X ; =  O; NFL:= 0 1  
OUTPUT(b l l  ' ( ( * " ( " T I M E  COYCENTR, H + " ) \  / / " ) " ) t  
"FOR" XE:= ,051 XL t - 0 5  ' W H 1 L E " X E  C E  I e 0 1  "DO" 
V E G I S w  F l : =  XE = .O51 

YULTISTEP(X, XE, Y, * -8 ,  ,OS, YnAx, "-6, FI, SAVE, 
DER, WFnLSE" JAC# nT%JEn,  SD O U T ) #  

OUTPUT(61, V "  2ZD.3Dt 46, oD,30"tD, / " ) " r  X, Y [ 4 1 )  
" E U D N ~  
OJTPUT(61, " ( " / / ,  " C w  NUMBER OF FUNCTIDN EVALUATIOtJS ) " ] " e  3208 / t  

" ( *  LOCAL ERROR BOUND EXCEEDEO $ R ) ) ' t  320, " t "  T I H E S n l " ~  I ")",  
NFE, SAVE [-Z1 1 I 

ESC l 
*ENDa 



NUMBER OF FUNCTION EVALUITIONS 8 464 
LOCAL E R R O R  BOUND EXCEEDED I O TIMfS 







2. BEGINWAARDE- EN BEGIN-RANDWAARDEPROBLEMEN 

2.2. Begin-randwaardeproblemen voor partiële 

differentiaalvergelijkingen 

door P.J. van der Houwen 

(Mathematisch Centrum) 



2.2.1 Inleiding 

De numerieke oplossing van begin-randwaardeproblemen voor partiële 

differentiaalvergelijkingen is een zeer gevarieerd onderwerp dat nog volop 

in ontwikkeling is. Er zijn tientallen oplossingstechnieken ontwikkeld en 

dit aantal groeit nog steeds. Uiteraard is het onmogelijk om hier een over- 

zicht van al deze algoritmen te geven, te meer daar deze algoritmen veelal 

voor precies één probleem ontwikkeld zijn. Numerieke programmatuur voor par- 

tiële differentiaalvergelijkingen is dan ook (nog) vrij zeldzaam; het is 

weinig zinvol voor één enkel probleem een algoritme in een programmatheek op 

te nemen en uitvoerig te documenteren, tenzij het probleem in kwestie van 

voldoende importantie is, dat wil zeggen dat anderen dan alleen de auteur 

van het algoritme, hetzelfde probleem, met bijvoorbeeld andere begin- en 

randvoorwaarden, ook willen oplossen. In het algemeen echter zou men een 

algoritme pas dan in een programmatheek willen opnemen wanneer een voldoend 

grote klasse van begin-randwaardeproblemen hiermee opgelost kan worden; maar 

hoe groter de toepasbaarheid, hoe geringer de efficiëntie en daarmee deste 

groter de neiging van de gebruiker om Òf het zelf maar te programmeren òf 

naar een numericus te stappen om hem de zaak te laten opknappen. Hoe het 

ook zij, geen van de vier programmatheken waaraan dit colloquium gewijd is, 

hebben programmatuur waarmee rechtstreeks begin-randwaardeproblemen opge- 

lost kunnen worden. (Voor de volledigheid willen we hier nog wel wijzen op 

enkele programmatuurpakketten die geen deel uitmaken van een grotere pro- 

grammatheek en speciaal ontwikkeld zijn voor bepaalde klassen van partiële 

differentiaalvergelijkingen; het betreft de pakketten van MOWIS en 

SCHIESSER [ 1968 1, CANDENAS en KARPLUS [ 19701, ZELLmR [ 19701, SINCOVEC en 

blADSEN C19751 en van COHEN en GROSSMAN C19751.) Het ontbreken van partiële 

differentiaalvergelijkingen-programmatuur in een programmatheek wil niet 

zeggen dat dit soort problemen dan maar apart geprogrammeerd moet worden. In 

deze voordracht zullen we een methode bespreken waarmee een begin-randwaar- 

deprobleem tot een beginwaardeprobleem voor gewone differentiaalvergelijkin- 

gen gereduceerd kan worden, zodat we dan alleen nog maar een programmatheek 

met goede "gewone differentiaalvergelijkingen-integratoren' nodig hebben. 

2.2.2 Concrete practijkproblemen 

Aan de hand van een drietal practijkproblemen willen we laten zien hoe 

men toch met behulp van de programmatheken ACCULIB, LMSL, NAG en NUMAL 

niet-triviale problemen kan oplossen wanneer we zelf ook een "klein beetje 



werk willen verzetten". In deze paragraaf wordt een korte bespreking ge- 

geven van de gekozen practijkproblemen. Het eerste probleem betreft een niet- 

lineaire warmte-diffi~sie in een staaf waarin aar1vankeI.i jk een temperatilur- 

sprong voorkomt. Dit probleem is afkomstig van het FOM-laboratorium en is 

op het MC uitvoerig bestudeerd. Het tweede probleem is ontleend aan HOUGHTON 

en YUXSAHARA 119681, genoemd in SINCOVEC en MADSEN 119751, en beschrijft de 

niet-lineaire stroming over een geisoleerde barriere in een rivierbedding. 

Het derde probleem, de voorspelling van de waterstanden op de Noordzee, is 

in het kader van de Delta-commissie ingesteld na de stormramp van 1953, diep- 

gaand onderzocht op het MC, zowel wat de analytische als de numerieke as- 

pecten betreft. 

2.2.2.1 Niet-lineaire diffusie met discontinue beginvoorwaars 

Gegeven de ééndimensionale, parabolische differentiaalvergelijking 

voor alle niet-negatieve waarden van de plaatsvariabele x en de tijdsvaria- 

bele t, met de randvoorwaarden 

en de beginvoorwaarde 

1 voor O 5 X 5 1 

(2.2.2.3) T(0,x) = 

O voor X > 1 

Gevraagd de oplossing van (2.2.2.1) - (2.2.2.3) met een nauwkeurigheid 

van 1% voor een reeks waarden van a < O en B > O voor O 5 x 2 en tot het 

tijdstip waarop T(t,O) z 2 T(t,2) . 



2.2.2.2 Niet-lineaire stroming over een parabolische drempel 

Gegeven het ééndimensionale stelsel van hyperbolische differentiaalver- 

gelijkingen 

waarin u de horizontale snelheid, h de diepte, b de bedding, x de coordinaat 

langs de rivier, t de tijd en g de versnelling van de zwaartekracht (g = 
2 

= 980 cm/sec ) voorstelt (zie SINCOVEC en MADSEN C19751); de functie b wordt 

gegeven door 

(2.2.2.5) b(x) = max (0,lO-10 - (;y) t 

de beginvoorwaarden door 

en de randvoorwaarden door 

Gevraagd de oplossing van (2.2.2.4) - (2.2.2.7) in de rechthoek 
I X I  5 400, O 5 t I 1.83 met een nauwkeurigheid van 1%. 

2.2.2.3 Gelineariseerd Noordzeemodel 

Gegeven het stelsel 2-dimensionale, hyperbolische vergelijkingen 

a Z - =  - a a a t  h-U - h-v, 
ax a Y 



waarin z en h respectivelijk de verhoging en de diepte van de zee 

in rust, u en v de horizontale snelheidccomponenten, X de bodemwrijvings- 
-6 -6 

coefficient (A = 25 10 /sec), w de Corioiisparameter (; = i25 10 /sec), 
2 

g de versnelling van de zwaart-ekracht ( g  = 9.8 m/sec ) ,  f en f de horizon- 
X Y 

tale componenten van de door de wind uitgeoefende schuifkracht, x en y de 

plaatscoördinaten en t de ti-jdsvariabele voorstellen; de randvoorwaarden zijn 

5 
zit,x,8 10 ) = 0 

v(t,x,O) 
o voor O S x 5 4 loJ - 

(2.2.2.9) 

u(t,O,y) = u(t,4 105,y) = O voor O 2 y i 8 10 
5 

en de beginsvoorwaarden 

Gevraagd de oplossing van (2.2.2.8) - (2.2.2.10) in het gebied 
3 

0 c x 2 4 los, O 5 y i 8 lo5, O 5 t c 36 10 voor het windveld 

Gevraagde nauwkeurigheid 10%. 

Onder semi-discretisatie (ook wel partiële discretisatie of de methode 

der Zijnen genoemd) verstaat men de vervanging van het door de plaatsvaria- 
-+ 

belen doorlopen gebied door een rooster met roosterpunten x,, de vervanging 
-t 3 

van de afhankelijke variabelen door op de roosterpunten x. gedefinieerde 
3 

roosterfuncties, en tenslotte de vervanging van alle differentiaties naar 

plaatsvariabelen door op het rooster gedefinieerde differentiaalquotienten. 

Bijvoorbeeld wanneer men in het (x,y)-vlak de roosterpunten 



waarin k en e gehele getallen, Ax en Ay gegeven roosterpunt-afstanden zijn, 

definieert dan zou men a/ax en a/ay kunnen vervangen door differentie- 

operatoren [ a / a x l  en [ a / a y l  gedefinieerd door 

en iets analoogs voor Ca/ayl .  

Op deze wijze kan een begin-randwaardeprobleem voor een partiële dif- 

ferentiaalvergelijking in een beginwaardeprobleem voor een stelsel gewone 

differentiaalvergelijkingen omgezet worden. We zullen dit uitvoeren voor de 

drie in de vorige paragraaf genoemde problemen. 

2.2.3.1 Het diffusie-probleem 

In de oorspronkelijke behandeling van dit probleem werd de partiële 

differentiaalvergelijking eerst getransformeerd met behulp van de transfor- 

matiefunctie 

2 4 8 1 
z = 3x - - sin (5a(x--)) - 5 voor lx-l( 5 - 5~ 5 5' 

4 
(2.2.3.3) z = x voor x 5 -, 

5 
4 6 z = X + - voor X >. -, 
5 5 

tot de vergelijking 

Hiermee wordt bereikt dat een equidistant rooster op de z-as correspondeert 

met een zeer fijn rooster in de buurt het kritische punt x = 1 op de x-as. 

Verder zullen we in de buurt van het kritische punt z = 7/5 (i.e. x = 1) de 

beginvoorwaarde vervangen door 



We zijn nu zover oni de semi-discretisatie  ui^ te voeren: we vervangen 

de continue variabele z door de discrete variabele j A z, waarin A z de 

roosterpunt-afstand is. Verder schrijven we kortheidshalve 

2 2 
en benaderen we in j A z, aT/aZ en a T/aZ door respectievelijk 

We vinden dan het volgende stelsel gewone differentiaalvergelijkingen: 

Dit is een oneindig groot stelsel; in de practijk integreert men uiteraard 

alleen de relevante vergelijkingen, dat wil zeggen wanneer j zo groot is 

(jAz zo groot) dat T. beneden een bepaalde drempel gezakt, worden geen 
J 

verdere differentiaalvergelijkingen meer beschouwd. In het begin van het 

integratieproces is het aantal vergelijkingen nog gering (nl. 8/5Az) maar 

wordt groter naarmate de warmte zich naar rechts uitbreidt. 

2.2.3.2 Het drempel-probleem 

Kiezen we een uniform rooster met roosterpunten j A x langs de rivier, 

dan kan (2.2.2.4) gediscretiseerd worden tot het stelsel 



du U 

'o j 0  - = - -  (40-u ) - (20+bjbt1-hj0-1-bj -1) 1 

dt 2Ax j -1 ~ A x  o o 
dh, 

400-fix Hierin is j = - o Ax en loopt j van -jo + 1 tot en met -jo - 1. 

2.2.3.3 Het Noordzee-probleem 

Kies in het (x,y)-vlak een rooster met vierkante maten van A x by A x 

meter; om de notatie wat compacter te maken definieren we de getallen 

en de schuif-operatoren X* en Y* gedefinieerd door 

waarin u de numerieke benadering voor U(~AX,~AX) voorstelt. 

Het begin-randwaardeprobleem (2.2.2.8) - (2.2.2.10) kan nu benaderd 

worden door het stelsel differentiaalvergelijkingen: 

(2.2.3.10a) Interne punten - d" - - - h u + W V - (Y+-X-)z + fx, dt 



dv dv dv o o K O d u = _ _ i = =  (2.2.3.10b) Hoekpunten - d t  d t  d t  d t  

aan de West- e n  Oostkust formules, 

(2 .2 .3 .10~)  Zuidkust * = - x U - ~ ( x - x ) z + f  d t  2Ax + - x' 

dz 
[=O - = - -  

h 
( ( X  - X _ )  u + 2Y v) ; 

d t  2Ax + + 

du 
(2.2.3.108) Westkust - = d t  O r  

du 
( 2  -2.3.10e) Oostkust - =  d t  O f  

(k = K, z=- 
d t  

A v - (Y+-Y_) z + f 
2 Ax Y' 

dz ...-- [=l,. e . ,L- l) - - h 
( - l x - ~ +  (Y+-Y_) v )  ; 

d t  2 Ax 

du 
(2.2.3.10f) Oceaan-punten - =  - A u + u v - & (X+-x_) z + f 

d t  x' 

dv 
(k=l ,  ..., K- l ,  - = - 

d t  a u - h v + & Y - z + £  Y' 

dz R=L) - - 
d t  - O -  



2.2.4. Kenmerken van door semi-discretisatie verkregen stelsels 

Een gemeenschappelijk kenmerk van de stelsels (2.2.3.81, (2.2.3.9) en 

(2.2.3.10) is het relatief grote aantal vergelijkingen. In het diffusie- 

probleem zal bij een maaswijdte van AZ = 1/10 (dan wordt de beginvoorwaarde 

in het critische interval 6/5 2 z 2 8/5 door 5 punten gepresenteerd), het 

aantal differentiaalvergelijkingen minimaal 16 bedragen en kan oplopen tot 

100 vergelijkingen. In het drempel-probleem krijgen we voor Ax r 1 een 

stelsel van 797 differentiaalvergelijkingen en het Noordzee-probleem telt 

voor mazen van 10 bij 10 km, 3(K+1) (L+1) = 9963 differentiaalvergelijkingen. 

Een tweede kenmerk is dat het spectrum van de Jacobiaan van door partiële 

discretisatie verkregen stelsels meestal Òf in een strook langs de negatieve 

as (parabolische vergelijkingen) òf in een strook langs de imaginaire as 

(hyperbolische vergelijkingen) ligt. We zullen dit nagaan voor de stelsels 

(2.2.3.8) en (2.2.3.9); voor het stelsel (2.2.3.10) verwijzen we naar 

FISCHER C 1959 1. 

2.2.4.1. Het diffusie-probleem 

De matrix van partiële afgeleiden van het rechterlid van 2.2.3.8 (de 

Jacobiaan van het stelsel) is van de vorm: 

waarin 

f 
cj = a. * 1 A z bjl 

3 

d. = a T. + B, 
3 3 

- + e. = a(c T -2a .T.+c.T 
3 j j-l 3 3 J j+ l ) '  

We hebben te maken met een tridiagonale matrix; hiervan is bekend dat de 



eigenwaarden reeël zijn wanneer de neven-diagonaalelementen allen hetzelfde 

teken hebben (zie e.g. Wilkinson C1968, p. 3331) .  Aangezien de diffusie- 
f 

coefficient d. positief verondersteld mag worden gaan we na hoe c zich ge- 
J j * * 

draagt; volgens de definitie van c ,  geldt in eik geval dat alle c. positief 
2 7 J 

zijn als A z -t O (a = (3z/ax) 1 ,  zodat het voor de hand ligt om de voor- 

waarde 

te stellen. Het is eenvoudig na te gaan dat in het geval (2 .2 .3 .3 )  aan 

(2 .2 .4 .2)  zeker voldaan is als A z 5 1/10; zodat conditie (2 .2 .4 .2 )  slechts 

een geringe beperking voor het rooster vormt. 

Een verdere analyse van de Jacobiaan (2 .2 .4 .1 )  leert dat de diagonaal- 

elementen als negatieve getallen beschouwd kunnen worden omdat TO-Tl en de 

termen e verwaarloosd kunnen worden ten op zichte van 4 a d en 2 a d 
j o O j j' 

Toepassing van de stelling van Gerschgorin leert dan dat de eigenwaarden 

van (2 .2 .4 .1)  ongeveer in het interval 

liggen. Substitutie van a. en d. geeft het "veilige" eigenwaarde-interval l l 

2.2.4.2. Het drempelprobleem 

Uit (2 .2 .3 .9)  volgt direct 



en waarin J22 uit J21 afgeleid kan worden door h door u te vervangen. 

Omdat de roosterfuncties u en h als langzaam met j varierende func- 
j j 

ties beschouwd kunnen worden (uiteraard voor een voldoend fijn rooster) zijn 

de matrices J "bijna" scheefsymmetrisch. Men kan aantonen dat voor con- rk 
stante roosterfuncties u. en h .  de eigenwaarden van dit type matrices Z U ~ V ~ P  

1 l 
imaginair zijn [methode van constante coefficienten van VON NEUMANN (zie 

RICHTMYER-MORTON C19671)); de eigenwaarden van J blijken namelijk voor u 
j 

en h constant dezelfde te zijn als die van de matrix 
j 

waarin y de waarden * 1, * 2, ... doorloopt. We vinden voor de eigenwaarden 
6: 



waaruit het imaginaire eigenwaarde-interval 

volgt. Voor niet-constante roosterfuncties neemt men aan dat de eigenwaarden 

van J "ongeveer" in het grootste van de door de methode der constante coef- 

ficienten verkregen intervallen liggen. 

2.2.4.3. Het Noordzee-probleem 

Op dezelfde wijze als voor het drempel-probleem kan men afleiden dat 

de eigenwaarden bij het Noordzeeprobleem (2.2.3.10) "ongeveer" liggen in het 

grootste van de lokale intervallen (vergelijk FISCHER C19591) 

2.2 .5 .  Numerieke integratie van de stelsels differentiaalvergelijkingen 

Bij de keuze van een routine uit de bibliotheken ACCU, IMSL, NAG en 

NUMAL voor de integratie van de drie gestelde problemen zijn de voornaam- 

ste richtlijnen: 

1. het betreft grote tot zeer grote stelsels 

2. de gevraagde nauwkeurigheid is nie t  meer dan 1%. 

Hiermee vallen in principe alle impliciete of serni-impticiete en alle 

hoge orde methoden af. Uit de documentatie van de genoemde programmatheken 

blijkt dan dat overblijven de in onderstaande tabel genoemde routines. 



TABEL 1 

Routines beschikbaar voor de integratie van de stelsels 

(2.2.3.81, (2.2.3.9) en (2.2.3.10) 

Programmatheek Routine Geheugen Geschikte problemen 

IMSL DASCRU = 2F 5n Diffusie; Drempel 

NAG AA(F) = 6 AF 8n Diffusie; Drempel 
BA(F) 

NUMAL EXP.FIT.TAY. = 17A 3n 

MOD.TAY. = 22A 2n 

EFRK = 23A 2n 

ARK(MAT) = 25A 3n Diffusie; Drempel; Zee 

Deze routines komen overeen met degenen die in de ochtendbijeenkomst ge- 

noemd werden (in de routine-kolom is de codering uit hoofdstuk 2.1 aan de 

routinenaam toegevoegd). We zullen deze routines afzonderlijk nader toe- 

lichten. 

2.2.5.1. De routine DASCRU 

DASCRU is gebaseerd op de Merson-aZgorithme, een 4e orde Runge- 

Kuttamethode met ingebedde foutenformule. Hiervoor zijn 5 rechterlid- 

evaluaties per stap nodig; de algorithme is vrij optimaal geïmplementeerd 

en vraagt slechts ruimte voor 5n plaatsen (n is het aantal differentiaal- 

vergelijkingen) plus nog wat werkruimte. Het diffusie- en het drempel- 

probleem met respectievelijk minder dan 100 en ongeveer 800 vergelijkingen 

kan zonder moeite geïntegreerd worden. Omdat DASCRU niet geschreven is 

voor stelsels afkomstig van partiele differentiaalvergelijkingen is de 

routine wel een wat dure integratiemethode voor problemen als het diffusie- 

en drempelprobleem; zo is de stapkeuze-strategie, gebaseerd op een referen- 

tie-oplossing, wat luxe voor ons bijzondere geval en zou een stapkeuze op 

grond van het stabiliteitsgebied van de algorithme veel tijd uitsparen. 

Ook de orde 4 is rijkelijk hoog voor een gevraagde nauwkeurigheid van 1%. 

In tabel 2.2.2 zijn wat numerieke resultaten opgenomen; deze zijn ontleend 

aan experimenten uitgevoerd door J. Petiet op de CYBER van SARA. Wat het 

Noordzeeprobleem met zijn ongeveer 10.000 vergelijkingen betreft, wij 



hebben de voorkeur gegeven dit probleem met een meer op partiële differen- 

tiaalvergelijkingen gerichte routine te integreren (zie paragraaf 2.2.5.41. 

2.2.5.2. De routine DOZAAA(F) /BA(F) 

Dit viertal routines (2 in FORTRAN en 2 in ALGOL 60) is ook gebaseerd 

op de Merson-algorithme. De FORTRAN-imp1.ementaties vragen een geheugen- 

ruimte van de orde 8n, de ALGOL 60-versies zouden zelfs 22n plaatsen 

vragen, althans volgens de betreffende documentatie. Voor het overige 

gelden dezelfde opmerkingen als gemaakt voor DASCRU. 

Numerieke resultaten weer ontleend aan experimenten gedaan door J. Petiet 

vindt men in tabel 2. 

2 . 2 . 5 . 3 .  De routines EXP.FIT.TAY, MOD.TAY en EFRK 

Deze routines zijn weliswaar gebaseerd op algorithmen speciaal ont- 

worpen voor grote stelsels, maar minder geschikt voor de beschouwde pro- 

blemen. EXP.FIT.TAY. en MOD.TAY. omdat ze behalve de rechterlid-functie 

ook haar afgeleiden nodig heeft, en EFRK omdat deze procedures pas tot z'n 

recht komt bij eigenwaarden-spectra waarin de eigenwaarden in clusters 

gegroepeerd zijn. 

2.2.5.4. De routine ARK 

Deze routine is speciaal ontwerper, voor de integratie van niet- 

lineaire partiële differentiaalvergelijkingen. Het geheugengebruik is ver- 

houdingsgewijs gering, de orde van de methode is 1, 2 of 3 en kan door de 

gebruiker gekozen worden, en het stabiliteitsgedrag kan afgestemd worden 

op de te integreren vergelijking door het kiezen van het zogenaamde 

stabiliteitspolynoom en het opgeven van de spectrale radius van de Jaco- 

biaan. Dit is dan tevens ook het nadeel van deze saptieve-Kunge-9tta- 

methode: men moet het spectrm van de Jacobiaan onderzoeken en daarbij 

de coefficienten van een geschikt stabiliteitspolynoom (het array data 

C1:rnj) opgeven. Voor verdere details en literatuur-verwijzingen raadplege 

men de NUMAL-manual. Hier volstaan we met een tweetal voorbeelden van 

stabiliteitspolynomen: 

induceert een 2e orde methode, 
geschikt voor parabolijsche ver- 
gelijkingen (negatieve eigen- 
waarden), 



(2.2.5.2) 1 + z + 4 z2 + 4 z 3 induceert een 2e orde methode, 
geschikt voor hyperbolische verge- 
lijkingen (imaginaire eigenwaarden) 

Het eerste polynoom is gebruikt voor de integratie van het diffusiepro- 

bleem, het tweede polynoom voor het drempelprobleem; resultaten van J. 

Petiet vindt men in tabel 2. 

2.2.5.5. De routine ARKMAT 

ARKMAT is een 2-dimensionale versie van ARK, dat wil zeggen de 

differentiaalvergelijking kan aangeboden worden in de vorm 

waarin Y een (rechthoekige) matrix is en F een matrix-functie van t en Y 

is. Voor de integratie van stelsels afkomstig van 2-dimensionale partiële 

differentiaalvergelijkingen is zo'n matrix-versie handig, anders zouden 

de 2-dimensionale roosterfuncties in een &n-dimensionaal array opgeslagen 

moeten worden, hetgeen een bron van vergissingen kan worden. 

Met ARKMAT en het polynoom (2.2.5.2) zijn de Noordzeevergelijkingen 

(2.2.3.10) geïntegreerd door H.G.J.Rozenhart; de resultaten vindt men in 

tabel 3. Hierbij moet wel opgemerkt worden dat de integratie van om- 

vangrijke problemen als het Noordzeeprobleem, het verantwoord maken "ad 

hoc" methoden te ontwikkelen die dan veel efficienter kunnen zijn dan 

ARKMAT. Anderzijds werden onderstaande resultaten binnen 2 weken ver- 

kregen, terwijl b.~. een "special purpose" methode zoals die van LEENDERTSE 

C 1967 1 vele manmaanden heeft gevergd. 
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3. MNDWAARDEPROBLEMEN 

3.1. O p l o s s e n  v a n  t w e e p u n t s  r a n d w a a r d e p r o b l e m e n  

door P.W. H e m k e r  

( M a t h e m a t i s c h  C e n t r u m )  

en 

J . P .  R o o s  

( C o r p o r a t e  R e s e a r c h ,  A k z o  A r n h e m )  



3.1.1. Inleiding 

Voor tweepunts randwaardeproblemen bestaat weinig programmatuur die 

eenvoudig toegankelijk is. In de programmatheken ACCULIB en IMSL vinden 

we geen programma's die direkt in staat zijn een tweepunts randwaarde- 
probleem op te lossen. In de NAGprogrmatheek vinden we 2 routines en 

in de NUMAL vinden we 4 routines voor bepaalde klassen van tweepunts rand- 

waardeproblemen. Bovendien vinden we in NUMAL een routine voor het schatten 

van onbekende parameters, die ook voor tweepunts randwaardeproblemen ge- 

bruikt kan worden. 

De oorzaak van dit gebrek aan algemene routines voor randwaardepro- 

blemen kan wellicht gevonden worden in het feit dat programma's voor deze 

problemen praktisch altijd efficiënter worden wanneer ze zich beperken tot 

een deelklasse van problemen. Dit houdt in dat men snel geneigd zal zijn 

voor ieder probleem afzonderlijk een programma te schrijven dat juist dat 

éne probleem efficiënt oplost. We vinden dan ook, naast de routines die 

speciaal bestemd zijn voor randwaardeproblemen, in de meeste programrna- 

theken een arsenaal van routines voor het oplossen van ijle lineaire stel- 

sels. Deze routines maken het mogelijk om randwaardeproblemen op te lossen 

nadat de gebruiker ze zelf heeft gediscretiseerd. Voor de tweepunts rand- 

waardeproblemen zijn hier vooral nuttig de routines die lineaire stelsels 

oplossen waarvan de matrix een bandstructuur heeft. 

Deze noodzaak tot het schrijven van ad hoc programma's zal echter ver- 

dwijnen als er toch voldoend efficiënte programma's voor algemene proble- 

men gemaakt worden. Naast de programmatuur die in de programmatheken be- 

schikbaar is, zijn er op verschillende plaatsen programma's in voorbe- 

reiding. We willen hier in het bijzonder vermelden een programma van 

Bulirsch en Stoer, gebaseerd op de multiple-shooting techniek (de defini- 

tieve publicatie is voralsnog onbekend) en programma's door Keller en 

Pereyra die gebaseerd zijn op een discretiserings-methode. 

3.1.2. Oplossings methoden 

Vele studies zijn verricht op het gebied van het numeriek oplossen 

van tweepunts randwaardeproblemen en nog steeds worden nieuwe en betere 

algoritmen ontwikkeld. Hoewel het onmogelijk is hier een overzicht te 

geven van de bestaande theorieën en methoden, is het toch van belang de 



belangrijkste principes kort uiteen te zetten. 

Een tweepunts randwaardeprobleem bestaat uit een (stelsel) differen- 

tiaalvergelijking(en) die gedefinieerd is (zijn) op een interval ia,bj; 

bovendien zijn condities van de functie gegeven in a en b. Voor het 

numeriek oplossen van deze problemen onderscheiden we twee klassen van 

methoden: de schietmethoden en de d7:seretiseringsmethoden. Voor de beide 

basisprincipes zijn veel varianten mogelijk. 

Schietmethoden -- 

Schietmethoden reduceren het probleem tot een serie beginwaardepro- 

blemen. De differentiaalvergelijking wordt geschreven als een stelsel van 

n eerste orde vergelijkingen enaan de rand (zeg x=a) wordt een aantal be- 

ginwaarden gekozen die in overeenstemming zijn met de randcondities voor 

x = a. De ontbrekende beginvoorwaarden bij x = a worden geïntroduceerd als 

onbekende parameters. 

Met verschillende waarden voor deze parameters wordt het beginwaarde- 

probleem geïntegreerd van a naar b. Aan de hand van de verkregen oplossing 

in b worden de parameters, in een iteratief proces, zodanig bepaald dat 

het beginwaardeprobleem aan de condities van het randwaardeprobleem vol- 

doet. Verschillende varianten op deze schietmethode zijn mogelijk: 

1. integratie van het beginwaardeprobleem van b naar a i.p.v. van a naar b 

2. integratie van a naar r, a < r < b, en van b naar r. In deze variant 

worden aan beide randen onbekende parameters gelntroduceerd. Deze para- 

meters worden nu zó bepaald dat de oplossingen op de intervallen (a,r) 

en (r,b) op elkaar aansluiten in x = r (continuïteit van de oplossing). 

3. multiple-shooting. 

Hierbij wordt het interval Ca,bl verdeeld in meer deelintervallen 

Op ieder deelinterval wordt een beginwaardeprobleem opgelost. De para- 

meters voor de onbekende beginvoorwaarden worden nu zodanig bepaald dat 

de uiteindelijke oplossing continu is in alle punten x. 1 5 i 5 N - 1, 
l' 

en zodat aan de randvoorwaarden wordt voldaan. 

De belangrijkste moeilijkheid bij het oplossen van tweepunts rand- 

waardeproblemen met een schietmethode is de mogelijk grote instabiliteit 

van een probleem. We illustreren dit met het volgende, eenvoudige probleem 



Dit probleem is stabiel wanneer pq < O; d.w.z. als pq < O dan veroorzaakt 

een kleine verstoring in de gegevens s,a of B ook een kleine storing in de 

oplossing y. Het beginwaardeprobleem dat wordt opgelost wanneer een schiet- 

methode wordt toegepast heeft een Jacobiaan met eigenwaarden p en q wanneer 

het in voorwaartse richting wordt geïntegreerd of met eigenwaarden -p en -q 

als het in achterwaartse richting wordt geïntegreerd. Voor een stabiel twee- 

punts randwaardeprobleem verschillen p en q van teken. Het beginwaardepro- 

bleem is instabiel. Als voor een eigenwaarde (zeg p) bovendien l p /  groot is, 

dan is het beginwaardeprobleem stijf (p<O) of sterk instabiel (p>O). In 

beide gevallen is het berekenen van de onbekende parameters een slecht ge- 

conditioneerd probleem. 

Discreteriseringsmethoden 

Discretiseringsmethoden gaan uit van een partitie van het interval 

[a,bl, d.i. een (groot) aantal punten xi zodat a = x. < xl < ... < x = b. 
n 

De oplossing wordt nu berekend voor deze van te voren gegeven x-waarden. 

Hiertoe worden de differentiaaloperator en het rechterlid van de vergelij- 

king gediscretiseerd. Voor discretisatie behoeft de vergelijking niet ge- 

reduceerd te worden tot een stelsel eerste orde vergelijkingen. De discre- 

tisering kan op vele verschillende manieren plaatsvinden. Het uiteindelijke 

resultaat is echter dat de differentiaalvergelijking en de randcondities 

worden teruggebracht tot een (groot) stelsel algebraïsche vergelijkingen. 

De oplossing van dit stelsel levert de waarden van de gevraagde functie 

op de te voren gegeven partitie. 

De belangrijkste varianten van de discretiseringsmethoden zijn de 

differentiemethoden en de globale methoden. 

Differentiemethoden zijn het eenvoudigst. Hierbij worden de differen- 

tiaaloperatoren direkt vervangen door differentieoperatoren. De differen- 

tiemethoden worden voornamelijk toegepast voor een lage orde van nauwkeu- 

righeid en voor uniforme partities. 

Globale methoden baseren de discretisering op de keuze van een eindig 

aantal basisfuncties { + . j  in de lineaire ruimte van alle mogelijke oplos- 

singsfuncties. Een numerieke oplossing 



wordt nu bepaald zodat yh(x), aan de hand van zekere criteria, zo goed mo- 

qelijk aan de differentiaalvergelijking en aan de randcondities voldoet. 

Tot deze groep van met-hoden behoren o.a. de colZocatiemethoden, de GaZ.erkin- 

methoden en de kleinste-kwadratemethode. 

Globale methoden kunnen eenvoudig op een niet-uniforme partitie worden toe- 

gepast en de constructie van deze methoden met een hoge orde van nauwkeurig- 

heid is eenvoudiger dan voor differentiemethoden. 

3.1.3. Overzicht van de beschikbare programmatuur 

In de programmatheken NAG en NUMAL zijn de volgende routines beschik- 

baar voor het oplossen van tweepunts randwaardeproblemen. 

l. D02ADA/F (NAG) 

Deze routine lost een tweepunts randwaardeprobleem op voor een stelsel 

gewone differentiaalvergelijkingen over een interval ia,bl 

De procedure gebruikt de bovengenoemde variant no. 2 van de schietmethode. 

De gebruiker specificeert een getal r, a < r < b, waarna beginwaardeproble- 

men worden opgelost van a naar r en van b naar r. Naast de N vergelijkingen 

(3.1.3.1) moet de gebruiker N randwaarden opgeven, sommige voor x = a, de 

andere voor x = b. Bovendien moet de gebruiker een beginschatting geven 

voor de ontbrekende randwaarden van y. 

De procedure levert na afloop de berekende waarden van y voor x = a 

en x = b en, als daarom gevraagd wordt, de berekende waarden van y op een 

equidistante partitie van [a,bl. De beginwaardeproblemen worden in 

D02ADA/F opgelost met een Runge-Kutta-Merson methode, de onbekende para- 

meters worden bepaald met een vorm van Newton-iteratie. 

2. D02AGA/F (NAG) 

Deze routine heeft veel overeenkomst met D02ADA/F. Het randwaarde- 

probleem wordt weer opgelost met een schietmethode, variant 2 (met de 



Runge-Kutta-Merson integratiemethode en Newton-iteratie). De routine is 

echter algemener in die zin, dat ook parameters die geen randwaarden zijn 

(eigenwaarden, coeffiënten in de vergelijking etc.) bepaald kunnen worden. 

Het randwaardeprobleem dat kan worden opgelost luidt 

De functies fi, a, b, ya en yb moeten door de gebruiker worden gespecifi- 

ceerd. Ook het punt r, a < r < b, waar de oplossingen van de beginwaarde- 

problemen aan elkaar gepast moeten worden, kan worden opgegeven afhankelijk 
-+ 

van p l t . .  • ,PM- De procedure heeft een beginschatting voor p nodig en levert 
-+ 

een verbeterde waarde van p af. 

3. PEIDE (NUMAL) 

Deze procedure berekent parameters pl, ...,pM zodanig dat 

geminimaliseerd wordt. Hierin is { (xj , s  ,) ):=l een gegeven verzameling pun- 

ten ("observaties") en y is een component van de oplossing van het begin- i 
waardeprobleem 

Zo bepaalt PEIDE parameters in de vergelijking en in de randvoorwaarden, zo- 

danig dat de oplossing van de vergelijking een gegeven verzameling "obser- 

vaties" zo dicht mogelijk passeert. 

De routine gebruikt de multiple-shooting techniek waarbij punten 

x. a<x.<b, gebruikt kunnen worden als partitie-punten. De beginwaarde- 
3 '  3 

problemen worden opgelost met Gear's methode (geschikt voor stijve differ- 



entiaalvergelijkingen) . De minimalisering van het residii i 3 .  l -3.3) gebeurt 

met de methode van Marquardt. Hierbij maakt de procedure gebruik van, door 

de gebruiker te specificeren, partiële afgeleiden: 

De p y o c i d i i r ~  PEIDE kan aebruikt worden voor het oplossen van het tweepunts- 

randwaardeprobleem (3.1.3.1) door te nemen 

Y. (a) = ya(pl ,p2,. - . ,pM) 
(3.1.3.5) 

X = b, S. = y. . (b), j = 1,2, ...,M. 
j J i(]) 

4. FEMLAG, FEMLAGSYM, FEMLAGSICEW (NUMAL) 

Deze procedures lossen een probleem op van de vorm 

met de randvoorwaarden 

cly(a) + C 2 y'ía) = c 3' 

c y(b) + c5y' (b) = c 
4 6' 

De oplossing wordt verkregen op een, van te voren gegeven, partitie 

a = xO < x1 < ... < xN = b. Er zijn geen beginschattingen voor parameters 

nodig. Deze procedures gebruiken een Galerkin-methode en zijn zeer nauw- 
2 4 

keurig. De orde van nauwkeurigheid kan worden opgegeven en is O(h ) ,  O(h ) 

6 of O(h ) ,  waarin h de maaswijdte van de partitie is. De coëfficiënt p(x) 

moet positief zijn. 

5. FEMHERMSYM (bluMAL) . 
Deze procedure lost een 4-de orde differentiaalvergelijking op van 

de vorm 



met de randvoorwaarden 

De waarden van y(x) en y' (x) op een van te voren gegeven partitie worden 
4 

berekend met een Galerkin-methode. De orde van nauwkeurigheid is O(h ) ,  

0(h6) of 0(h8). 

3.1.4. Het gebruik van de programmatuur 

In deze sectie lichten we het gebruik van de programmatuur toe aan de 

hand van een drietal problemen. Deze problemen zijn op verschillende ma- 

nieren opgelost. De betreffende programmatuur en de bijbehorende numerieke 

resultaten kunnen worden gevonden in de bijlagen. 

3.1.4.1. Een zuiver tweepunts tandwaardeprobleem 

We willen de hoek berekenen waaronder een projectiel afgeschoten 

moet worden om een bepaalde horizontale afstand af te leggen. De bewegings- 

vergelijkingen zijn voor x(t) en y(t) 

i X'* = -av2 sin 4 
(3.1.4.1) 

y" = - g -av2 cos 4 

waar in 

v = 4 x '  ) * + (y' )i (de snelheid van het projectiel) 
(J = arctan(dy/dx) (de hoek met de horizontale richting) 

zodat de baan van het projectiel beschreven wordt door het stelsel 
f 



Met de constanten g = 9.80665, u = 0.0007 en de randvoorwaarden 

y = O , v = 1 5 O v o o r x = O  , 
y = O  voor x = 1500, 

willen we @(O) berekenen. We schatten de (overige) randwaarden als 

@ ( O )  = 1.15; $~(1500) = - 1.2; ~(1500) = 135. 

3.1.4.2. Een parameter-schat probleem 

Dit praktijkprobleem is ontleend aan de besliskunde. Om een curve 

y(x) te berekenen die een optimale verkoopstrategie bepaalt, moeten we een 

parameter p > O bepalen, zodanig dat 

n- 2 
1 

n-l 
1 

x [y , E  n - - -iney>j] 
]=o L j=o J 

waarin !L = Il (X) = -i- en n > 1 een geheel getal. 
3x+O. 01 

Deze vergelijking geldt op het interval [O,ll; de randvoorwaarden zijn 

y(0) = O, y(1) = 2. Omdat weliswaar p > 0, maar de orde van grootte p 

onbekend is, introduceren we de nieuwe parameter P = log(p). We bepalen de 

waarde van p voor n = 10 en n = 20. 

We willen het volgende probleem oplossen met een schietmethode en met 

een globale methode 

(3.1.4.4) 
y" = e=' op CO,ll, 

y(0) = y(1) = o. 

De analytische oplossing is bekend en luidt 



Voor de schietmethode schrijven we het probleem als 

Om het probleem op te lossen met een globale methode gebruiken we de pro- 

cedure FFNLAG. Deze procedure is alleen geschikt voor lineaire problemen en 

daarom construeren we het iteratieve Newton-proces 

3.1.4.4. Een probleem dat niet opgelost kon worden met de beschikbare 

programmatuur 

Vele tweepunts randwaardeproblemen leveren toch grote moeilijkheden 

op wanneer we alleen beschikken over de programmatuur die in sectie 3.1.3 

genoemd is. Zo bleek het niet mogelijk om met een van de genoemde routines 

het volgende probleem op te lossen 

= g(y-z) 
op C0,ll 

pz" = -g(y-z) I" py " 

waarin 

Dit probleem heeft zo een duidelijk stijf karakter. Ook echter met de para- 

meters (waarmee het probleem minder stijf is) 



bleken de schietmethoden t e  f a l en .  We wi j ten  d i t  aan de s t e r k e  n i e t - l i n e a -  

r i t e i t  van h e t  probleem d i e  t e  g ro te  moeilijkheden veroorzaakt voor de  ge- 

bru ik t e  integratiemethuden.  

3.1.5. De algemene rou t ines  ontwikkeld door Pereyra en z i j n  medewerkers 

Zoals i n  de i n l e i d i n g  t o t  d i t  hoofdstuk reeds werd aangegeven, bes t aan  

e r  nauweli jks algemene rou t ines  voor h e t  oplossen van tweepunts rand- 

waardeproblemen. 

Het is  bekend, d a t  o .a .  Keller  en Pereyra, e l k  met hun medewerkers, 

a k t i e f  z i j n  op d i t  gebied. PEREYRA C13741 i s  ech te r  de enige  d i e  een a lge-  

meen bruikbare rou t ine  (SYSSOL) gepubliceerd hee f t ;  bovendien h e e f t  h i j  

reeds  de beschikking over een experimentele, verbeterde v e r s i e  (PASVAR), 

waarmee ook niet-uniforme r o o s t e r s  behandeld kunnen worden. 

B i j  z i j n  ontwikkeling van algemeen bruikbare rou t ines  voor h e t  oplos-  

sen van randwaardeproblemen h e e f t  Pereyra de bedoeling .. t~ achieve the  

qua2ity and high standards of  the genera2 prpose software avaitab2e for 

i n i t i a t  vatue probtems. En ons inz iens  i s  h i j  daa r in  v r i j w e l  ges l aagd .  

We zu l l en  ons beperken t o t  tweepunts randwaardeproblemen van h e t  type:  

m e t  

y en  f :  M-dimensionale vektorfunkt ies ,  

A en B: kons tante  (MxM) matr ices ,  

C: kons tante  M-vektor. 

We nemen aan d a t  de gezochte oplossing y van (3.1.5.1) b e s t a a t  en 

ge ï so lee rd  is.  H e t  ge s t e lde  probleem is  dan: 



Bereken een oplossing Y die over het gehele interval Ca,bl 

slechts  met een b i j  voorbaat aangegeven tolerantie van de 

exakte oplossing y mag af l i jken .  

De door Pereyra behandelde voorbeelden en enkele toepassingen van ons l i j -  

ken de konklusie t e  wettigen dat de routines SYSSOL en vooral PASVAR het  

betrekkel i jk  automatisch en simpel oplossen van problemen a l s  (3.1.5.1) 

mogelijk maken. 

De struktuur van SYSSOL en PASVAR i s  globaal a l s  volgt.  De basis  is  

een diseretiseringsmethode (vgl. 3.1.2), waarbij gebruik gemaakt wordt van 

eindige different ies .  

D i t  betekent o.a. dat  een bepaald rooster ( p a r t i t i e ,  mesh of gr id)  

gegeven moet z i j n .  Bij een gegeven rooster l e i d t  de d i sc re t i se r ing  t o t  een 

s t e l s e l  van eindig veel niet- lineaire vergelijkingen. De methode van Newton 

wordt toegepast om d i t  s t e l s e l  op t e  lossen, vgl. PEREYRA C1968, 1974, 

19751, KELLER C19741. Op een e f f ic iën te  wijze wordt door PEREYRA C19741 

gebruik gemaakt van de bandstruktuur. 

Na de oplossing van d i t  s t e l s e l  vergelijkingen is  dus een benadering 

van de exakte oplossing op het gegeven rooster bekend. Maar hoe goed is  

deze benadering? 

PEREYRA C19681 past nu de techniek van Iterated Deferred Corrections 

(IDC) toe om op het  gegeven rooster een schatting van de fout  t e  bepalen 

en vervolgens de benaderde oplossing ( i t e r a t i e f )  t e  verbeteren. 

N.B. Pereyra claimt dat IDC eff iciënter  is  dan een techniek a l s  Richardson 

extrapolat ie ,  die b.v. door KELLER C19741 wordt toegepast. 

Wanneer verder verbetering n i e t  mogelijk of zinnig l i j k t ,  wordt he t  

rooster  verfijnd. 

In de gepubliceerde routine SYSSOL i s  het  s lech ts  mogelijk met een uniform 

roos te r  t e  werken; d i t  rooster wordt door halvering verfijnd. 

In  de versie  PASVAR kan met een niet-uniform rooster worden ges ta r t ;  

ver f i jn ing  van he t  rooster is  i.h.a. n i e t  uniform. Er wordt naar een zo- 

danig rooster gestreefd, dat de geschatte fout  van de oplossing uniform 

over h e t  in te rva l  verdeeld i s  (dus b.v. veel roosterpunten b i j  grotere  

gradiënten): he t  begrip "equidistribution" wordt h ie r  gehanteerd. 

De overgangen tussen de verschillende genoemde fasen worden via  een 

aan t a l  s t rategieën geregeld. De "tuning" van deze overgangen is  deels op 

b a s i s  van experimenten bepaald. 



Afgezien van de geval len  waarin de subroutine op een abnormale wi j ze  

beëindigd wordt (b.v. o n j u i s t e  invoergegevens), leveren  beide sub rou t ines  

op "automatische" wi jze  een ~ereker ide  oplossing,  die i n  h e t  algemeen aan d e  

door de gebru-lker opgegeeen nauwkeurigheid voldoet. 

De d e k l a r a t i e  van de subroutine SYSSOL i s  a l s  vo lg t :  

SUBROUTINE SYSSOL (M,N,A,B,C,AI,BI,TOL,DELEPS,X,Y,ABT,FF,JACOB,JERROR). 

De parameters M,A,B,C,Al,BI,X en Y hebben dezel fde  be t eken i s  a l s  i n  

(3.1.5.1).  N is  h e t  a a n t a l  roosterpunten ( inc lus i e f  de beide randpunten) 

waarmee wordt begonnen. FF en JACOB z i j n  de door de gebruiker  t e  d e f i n i ë r e n  

subrout ines  voor de berekening van de rechterleden f van (3.1.5.1) e n  van 

de jacobiaan ( a f / ay )  van f .  TOL i s  de door de gebruiker op t e  geven abso- 

l u t e  nauwkeurigheid. 

Voor de be tekenis  van DELEPS en ABT en voor verdere d e t a i l s  wordt verwezen 

naar PEREYRA [1974]. 

De subrout ine  i s  eenvoudig te cjebruiken en snel  u i t  de l i t e r a t u u r  over  t e  

nemen. 

Enkele voorbeelden 

a. Een randwaardeprobleem u i t  de e l e k t r i c i t e i t s l e e r .  

dLz -g ( y-z i , O < t < l ,  P T =  
d t  

D e  met PASVAR c.q. SYSSOL berekende oplossing is i n  de volgende t a b e l  op 

genomen. 



De grenslaagstruktuur bij t = O, en vooral bij t = 1, is duidelijk te zien. 

Wanneer E groter wordt gekozen gaan y en z meer uiteen; er ontstaat dan 

een minder uitgesproken grenslaagstruktuur. 

Dit probleem is met behulp van (elementair) schieten, vgl. (3.1.2) 

niet of nauwelijks oplosbaar. 

Dit probleem is zowel met SYSSOL als met PASVAR opgelost. Bij SYSSOL 

was een uniforme verfijning nodig tot 156 intervallen. 

Bij PASVAR met gelijke nauwkeurigheidseis, werd een niet-uniforme ver- 

fijning toegepast tot 84 intervallen, waarbij 16 kleine op het deelinter- 
15 

val [-,l]; dit geeft aan dat het rooster aangepast werd aan het karakter 
16 

van de oplossing. 

Een wat eenvoudiger probleem behoort bij de parameterwaarden 

E. = 0.685; p = 4.028; TI = 17.23. De oplossing is dan: 



Reeds bij 29 intervallen werd hier de gewenste nauwkeurigheid (meer dan 

de gegeven cijfers) bereikt. 

b. Een probleem dat voortkomt uit de berekening van de warmie- en impuls- 

overdracht tussen een bewegende cylinder en een stilstaande omgeving 

De met PASVAR berekende oplossing is: 

Dit probleem kon ook met schieten opgelost worden. 



Het is interessant te zien dat PASVAR een duidelijk niet-uniform 

rooster genereert. In het uiteindelijke rooster: hmin = 0.0002125 en 

hmax 
= 1.05237, dus een verhouding h 

max lhmin 
= 4950. 

Diskussie 

Wanneer we eenvoud van gebruik als een der belangrijke criteria zien, 

dan blijken deze routines van Pereyra zeer duidelijk gunstig uit te steken 

boven alternatieve aanpakken als schieten. De routines lossen "automatisch" 

het gestelde probleem op en bovendien doen ze dat efficiënt. 
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Bi j lagen 

P R O G L t E ! 4  3.1 .4 .1  
H.8.d. P F I D E  ( N U M A L )  

~ E C I E I ' '  " V E G E R "  M, NN, NOBS,, I I B P )  
n r \ s 8 A Y a  PAR 1 1  ; 1 1 ,  H E S  l 1  r IJ, J T J I N V  S !  I f r  1 t 11, I N  t 0  8 611 

S J 1  ( 1  I 81 1 "I"TEGE,Rn *ARRAY eh B ?  [O : 111 
P R C A L *  T I H E ,  FA,  G 1  D $  

 PROCEDURE^ P E I D E  (N, M ,  NO, 140, P, R, B P c  J *  !R O r  DI JDY;  J D P *  CV, 
PA, H O ) )  *COUEu 344441 

- P Ü O C i l û ~ R E ~  C Û i N d , ~ i C A T I O N  (P, F, ril g ,  143, NP, ?h, 8 1   PI J, i ,  0 .  i ir 
t I I ) t  X Q D D n  3444151 

" B C O L E A N "  " PROCEDUREa J A C  D F D P  (PAR, YI X, F P ) t  
" R E A L "  X #  " A R R A Y"  PAR, Y ,  FPI  
* t $ E G I N n  P P  [ l ,  11 IJ FP [z ,  1 1 1 %  F P  IllJ 0 1  

J A C  D F D P t i  " T R U E a  
" E N D *  J A C  DFDPI  

" PROCEDURE* D A T A  [NOBS, TOBSI O B S t  C O B S ) r  
R V h L U E "  N O B S r  " I U T E G E R n  Y O B S t  'ARRAYs TOSSI OBS, C O B S t  
" B E G I N *  

TOBS ( O 1  I =  0 1  TORS i 1 1  1s 1 5 0 0 1  COBS t l f  ;s 11 OBS f l f  85 O 
" E N D m  DATA;  

"PROCECURE* C A L L  Y S T A R T  (PARI  Y i  Y H A X I I  
" A R R A Y "  P A 9 1  Y, Y Y A X t  
" E E G I : 4 "  Y 1 1 1  i= O ;  Y t21 i= 1 5 0 )  Y  1 3 1  i= PAR 111 1 

Y t i A x  I l l r =  1 0 0 0 1  YHAX t21 i= 1 5 0 1  YMAX [31:= 1; 
Y 1 2 1 1  i s  1 

" E N D *  C A L L  Y S T A R T t  

" B O O L E A N "  "PROCLDURE"  D E R I V  (PAR, Y, X,  D F ) 1  
W F A L V I  " A R R A Y"  PAR, Y, D F t  
" BEGIN"  " R E A L " C C ,  S c  V #  

c :=  COS ( Y  t T 1 ) t  
S i =  S I N  ( Y  (31 11 
v:= Y t 2 l r  
DF t ! l i =  S i C t  
DF [?]:s *G t S / ( C  r V 1  - D  * V  / t i  
O F  13) i= -G / [ V  * V) !  
D E S I V ; =  C O 

D E Q I V )  

" j O O L E A M U  " P Q D C E D U R t *  J A C  DFDY (PAR, Y: X, F Y ) :  
' R E A L "  X! " A R R A Y N  PAR, Y, FYI  
u B E G I N w  I * 4 T E G E R n  I, J I  " R E A L "  C, 31 V t  

C:= COS ( Y  ( 3 1 ) ~  
S i =  S I N  ( Y  L3111 
v;= Y I 2 1  I 
r F O R H  1;s 1 " S T E P "  l " U N T I L W  3 "DOw 
*FOR* J ; =  l V T E P "  ; * U N T I L "  3 ""Dw FY ( I 1  J l l o  O )  



FY [l, 3 1 t z  l l (C * C ) #  
FY  t?, ? l : =  ( G  * S / (V * V)  r D )  / C t  
FY [P, 31;s  ( - G  / V m D V * S)  / (C * C ) )  
FY 13, 2 )  a =  2 * G / 1V * V * V)! 
JAC DFDY:= C O 

"END" JAC DFDYI 

*PROCtDUREw YOfIJTOR (POST, IiCOL, E~ROUI PAR, RES, NEIGHT, NIS11 
" V A L U t n  PUST, tJCOLv lJROwv NEIGUT, N I S 1  
" INTEGERn POSTI WCOLc NROd, UEIGHT, N I S I  'ARRAY" PAR, RLS1  
OUTPUT ( 6 1 ,  '("/5ZD, 50, N / * ) " ,  POST, PAR [ l ] ) #  

C $ =  9 , 6 O b b 5 ~  D I E  O v 0 0 0 0 7 t  
PAR [l!:= 1.151 MBPI= 0 1  
I N  (31 1; N - 6 1  I N  t 4 1  l= " r b t  I N  (51 1 %  5 0 ;  I r  [b ]  1 8  "*10# 
I N  [ l ]  l =  " -U t  I N  (Z] := " r b t  FA:: 0 1  I N  ( 0 1 1 1  "-141 
NN:= 3 1  YII NORSI= 11 BP t o l i s  BP [l]:= 01 
T IHE:=  CLOCKI 
C O H ~ ~ U N I C A T I O N  (1, FA, NN, X, NOBS, NBP, PAR, R E S ~  EPI JTJINVI IN# 

OUT, O, 0 1 1  

PEIDECNN, 1 ,  1, YBP, PAR, RES, EP, JTJINVl I N ,  OUTI DERIV, JAC DFDYi  
JAC DFDPc CACL YSTART, DATA, HONITOR)$ 

T IHE:=  CLOCK - TIHE; 
COMMUHICATION (2 ,  FA, NN, M, NOBS, NOPI PAR, RES, EP, JTJ INV,  IN ,  

OUT, O, O ) !  
OUTPUT (61 ,  " ( " 3 / 5 0  " ( "THE CALCULATIDN I V  P E I D E  COYSUMED")wI 

EZZD.DDBB, "(''SEC0NDS")',*')'', T IME) 
"END* 



STARf fNG VALUES OF f H E  PARAMETERS 
t * 1 1 5 0 0 O O w  t1 

MACtiINE P R E C I S I O N  f * .1" *13  
RELATIVE LOCAL ERROR BOUND FOR INTEGSATION (*,lw -5 
RELATIVE TOLERANCE FOR RFSIDUE 1 t * 1 O u  -5  
ABSOLUTE T D L E R ~ N C E  FOK RESIDUE ; t i l O W  -5 
M A X I M U V  NUYaEK OF I N T t G H A T I O y S  T0 PERFORN 
RELATIVE STARTING VALUE OF LAHBDA 

i 50  
;*,;o" - 9  

RELATIVE H I Y I H A L  STEPLctJGTH 8 * i 1 0 " 3  

THERE ARE Y0 BREAK-POIVTS 

THE ALPHA-POINT OF THE F - D I S T I B U T I O N  ; 0 , 0 0  



LAST INTEGRATlON WAS PERfORMED WITHOUT BREAK-POINTS 

EUCL. NORH OF THE LAST RESIDUAL VECTOR ; .BbO9YOO~ -7  
EUCL. NDRH OF THE FIRST RESIDUAL VECTOR#.330013Bn +a 
NUWBER OF IVTEGRATIOtJS PERFORMED I B 
LAST IHPROVEMENT OF TtfE EUCLIDEAN NORH ;.127521Qm v 5  
CONDITON NUHBER O F .  JltJ 1 ~ 1 0 0 0 0 0 0 "  + l  
LOCAL ERROR BOUND WAS EXCEEDED (MAXIM,]! O 

THE LAST RESIDUAL VECTOR 

THE CALCULATION IN P E I D E  CONSUHED 43.77 SECONDS 



PROGRAY MASTER (OUTPUT, TAPE b r OUTPUT) 

U ( I ,  l )  Fi 0.0 
V ( I ,  1 )  = 0.0 
U ( 1 ,  2 )  0.0 
V (1,  21 = 0.0 

v ( t?,  21 = 1.0 
U ( 3 .  1 1  = 1.19 

WRITE (6, 98)  
FORMAT (28H l  CUHREMT PARAHETER VALUEC, 

1 4X, 23HERRORS I Y  V [ J l  PT X = R, l P X ,  17HSUH (PRRoRS **  2 ) )  
CALL D02A3F (UI V, E, Y, H, X ,  X l ,  R, NI Ml, DERIVt  OUT, G ,  

i I N T ,  WSP. W$* Y O r  EE, A A ,  88,  CC, DO, N) 
-IF ( H  . c r i  01 GOTO s 

WRITE ( b r  991 
F u R M A l  (1bHO FINAL SOLUTION) 
D O 2  1 :  li 6 
WRITE ( b r  1 0 0 )  1, ( Y  (11 J l t  J Z 1, 3 )  
FORMAT (1Hw I Z r  3FlO.41 
CONTINUE 
WRITE (6, 1 0 1 1  H 
FORMAT (13H ERROR NUMBER, 13)  
CONTINUE 
STOP 
END 



SJBROUTXYE D E R I V  (G, Z *  X )  
D IMLNSION G ( 3 ) r  t ( 3 )  
GG o 9 .80665  
D 0 . 0 0 0 9 1  
G ( 1 )  S I N  (Z ( 3 ) )  / C O S  (Z ( 3 ) )  
G ( 2 )  r -CG * G ( 4 1  Z ( 2 )  - D  Z ( 2 )  / COS ( Z  ( 3 ) )  
C ( 3 )  o - C G  ( Z  ( 2 )  * Z ( 2 ) )  
RETURN 
END 

SUBROUTINE O O T  ( A ,  B ,  F r  R,  N )  
DIMENSION A (N, Z ) r  B [ N *  21, P (N) ,  W (51 
J = l  
D O 3 K S  I r  Z  
D O i ! I =  1, N 
I f  (B ( I r  KI .E?,  0.01 GOTO 2 
Y ( J )  = A ( X ,  K )  
J * J + l  

Z CONTINUE 
3 CONTINUE 

WRITE (6, 1 0 0 )  ('4 ( J ) ,  J  8 1 ,  S ) ,  (F ( I l r  I 0 1, 31, R 
1 0 0  FORMAT (1H0,  3 F 9 . 4 ~  3E13.4, E I S e U )  

RETURN 
END 



0 0 0 0  
+ * m *  
W W W W  
* u m m  
- 0 0 -  
) r ) C O - .  
- m n n  

0 0 0 0  
+ m m m  
W W W W  
? - e r - 0  
C I C r O N  
o o a m  
N D - -  



PROBLEEM 3.1.4.2 
M.B.V. P E I D E  (NUHAL) 

"BEGI t4 "  " IYTEGER" 1, J, NN, N, NOBS, NBP; 
"ARRAY" PAR C1 t 11, REJ ( 1  t 11, J T J I N V  I 1  l 1, 1 1 i), IN 10 I 4 1 ,  

OUT (1 8 81 1 VNTEGERt f  *ARRAYn BP K0 1 11, FAC 10 I 251 1 
"REAL" TIME: FA; 

"PROCEDURE"PPE1DE (N, Y,  NO, NB, PI R, BP, J. I r  O, D, JDY: JDP, CV, 
04: M011 "CODE* 3 4 4 4 4 ;  

"PROCEDURE" COHMUNICATION ( P i  F, M, N, NO, NP, PA, R: EP, J, 1, O, W ,  
N I ) t  *CODEw 344458 

"REAL"  *PROCEDURE"SUM ((I L, U, T ) ;  "VALUE" U1 
" INTEGER"  I: L, UI "REAL" T I  
" B E G I N"  n R E A L ~ ~  S I =  0; 

"FDR" I ; =  L "STEP" " U N T I L "  U " D O *  
Sst S + T; SUM,= S 

*ENDm SUM; 

"BOOLEAN" "PR0CEDURE"JAC DFOP (PAR, Y,  X,  FP)t 
"REAL"  X1 "ARRAY" PAR, Y, F P 1  
" B E G I N"  FP [l: 11 := EXP (PAR 1 1 1 ) J  

J A C  DFDP:= "TRUEm 
"END" JAC DFDPI 

"PROCEDURE" DATA (NOES, TOBSI OBS, coBS11 
" V 4 L U E W  NOBSt "IYTEGER" NOBSI V A R A Y Y "  TOOS, OBS, CO091 
" B f r ; I N "  

1 0 0 s  [ o ]  ; r  o; TOBS t 1 1  I =  11 COBS [ f l : =  Ir  0 8 s  [ l ]  t o  2 
"END* DATAI 

"PROCECURE" CALL  YSTART (PAR, Y, YMAX); 
"ARRAY" PAR: Y, YYAXI 
" B E G I N *  Y t11 :s O; YMAX t 1 1  U 
"ENDN CALL  YSTART; 

"BOOLEAN* "PROCEDURE" DERIV  (PAR, Y ,  X,  DF); 
"REAL"  X t  "ARRAY" PAR, Y, DF; 
" B E G I N"  'REAL" Y l ,  NCY, EMNLYI 

V l : r  Y i 1 1 1  NLY:: N + L ( X 1  * V;; 
EMNLY;= EXP ( -ULY)s  
OF [ l )  r =  l t EXP (PAR 111)  
+ L N  ( 3 )  * (Y I 1 1  + EMNLY SUM ( J ,  0, N-2, NLY ** J / F4C (+!I) 
w EMNLV 4 SUM (J, 0, N-1, NLY *i J / FAC I J J )  / L ( X ) ) ;  
DERIV:= *TRJEm 

'END* DERSVt 

"BO0LEAN"PRRCEDURE" JAC OFDY (PAR, Y, X ,  F Y ) )  
"REAL" X: "ARRAY" PAR: Y ,  F r ;  
" B E G I N"  "REAL" Y l r  N L Y i  EMNLY; 

Y l r r  Y 1 1 1 t  NLY;: N + L (X )  y 1 1  
EMNLY:= EXP C-NLY); 
FY [I, 1);- LN ( 3 )  * EMNLY * SUM (J, 0, N - l ,  NLY **  J / FAC I J l ) }  
JAC D F D Y I V  "TRUE* 

*ENDn JAC DFOYt 



'PROCEDUREw MONITOR (POST, NCUL, IIROwo PAR* RESI wEIGHTI NISIJ 
' V A i U c n  POST, UCOL, ' IROq,  W E I G H T ,  
' L N T L G E R ~  PUST. W O L ,  NUO*. w.1ci3TY1Nisl ~ A R R A V ~  PAR. RE$# 
OUTPUT ( b l o  W l " / S Z D ~ S B ~ N / " ) n r  POSTI PAR (11) t 

FAC i 0 1  t =  Y:= 1 1  
U F O R *  I::1 NSTEPn 1 N U N T I L V 5  FAC I I ! j a  Ml= H X )  

N - =  i 0 1  
PAR i11  := O; N R P l s  O !  
T N  (31  1 s  n-7i IN [ Y ) ; =  '.?t I N  [ s l i s  50; I N  t b 1  l a  "-51 
I N  [ l ) : =  " - 4 )  I N  [ 2 l f ~  ' -71  F A $ =  01 I N  [O115  ' * l a t  
N N I =  H;= NOBS;: 1 1  BP t 0 1  8 %  B? [ I j  Ir 0 1  
T  I M t  r CLOCKj  
COMflUti fCATfON (1 ,  FA, NN, H, NOES? NBPI PARl R E $ #  BPc JTJINV, I N *  

QiJTo O ,  0 1 1  

P E I D E ( 1 ,  1, 1 8  NBP, PAR, RESo BP, J T J I Y V I  I N ,  OUT, DERIVI J A C  OFOY0 
JAC DFDP, CALL YSTART, DATAr MONITOR)1 

T I M E $ =  C L O t K  - TIHEI  
COHHUNICATION ( 2 0  FA, NN, M, NOBSO NBPo PAR, RES, BP, J T J I N V *  I N *  

OUT. O .  011 



STARTfNG VALUES OF THE PARAHETERS 
* . 0 0 0 0 0 0 0 "  t 0  

MACHINE P R E C I S I O N  
RELATIVE LOCAL ERROR BOUND FOR INTEGRATION 
R L L A T I V L  TOLERANCE FOR RESIDUE 
ABSOLUTE TOLERANCE FOR HESXDUE 
M A X I U U R  MUWdER OF INTEGRATIONS T 0  PERFORM 
RELATIVE STASTING VALUE OF LAMBDA 
R E L A T I V E  H I H I Y A L  STEPLEIIGTH 

THERE ARE H0 BREAK-POINTS 

THE ALPHA-POINT OF THE F * D I S T I B U T I O N  t 0.00 



L A S T  I N T E G R A T I O N  HAS PERFORMED UITHOUT BREAK- POINTS 

EUCL. woRn OF THE L A S T  RESIDUAL VE C T O R  ; . i 5 9 o 7 4 z 8  - 7  
EUCL. VORM OF TH€ F I R S T  PESIDUAL VECTOR; ,8490655*  + O  
NUHBER OF I N T E G R A T I O N S  PERFORHED 1 8  
L A S T  I M P R O V E Y E U T  OF i n E  EUCLIOEAN  NOR^ 1 . 1 2 ~ 8 5 6 5 ~  -6 
CONDITON NUqREff OF J8.J ~ ~ 1 0 0 0 0 0 0 "  + l  
LOCAL ERÙÛÑ Ü O U h D  W A S  ExCEEDEÛ ( H Á X j M , j i  B 

THE LAST RESIDUAL VECTOR 

THE C A L C U L I T I O N  I N  P E I D E  CONSUMED 15.31 SECONDS 



PROBLEEM 3.1.4.2 
M.A.V.  DOZAGF (!(AG) 

PROGRAM MASTER2 (OUTPUT, TAPE b 8 OUTPUT) 
REAL MAT 
D l M E Y S I D N  PARAM ( l ) ,  PAKERQ (l), ERROR [ l ) ,  C (2, l), MAT (1, l l r  

1 COPY (1, l), WSPACE (l, 91,  G (l), G1 (1) 
EXTERNAL AUX,PRSOL,RNAUX,BCAUX 

I~AÏLSI  
CALL DOZAGF ( H , E R R @ R , P A R E R R , P A R A M , C ~  '4,Nla Ml,AUX,BCAUX, 

1 R N A U X , P R S O L , H A T , C O P ~ , W S P A C E , G , G ~ , I F A I L )  
W R I T E ( 6 , 9 0 0 2 ) I F A I L  

9 0 0 2  FJRMAT ( 1 H O r 7 H I F A I L =  , 1 3 / 1 7 H O F I N A L  PARAMETERS) 
WRITE(br90031(PARA~(1)~1=11Nl) 

9 0 0 3  F O R t i I T ( 1 H  c3Elb .B)  
~ l R I T E ( 6 t 9 0 0 4 )  

9 0 0 4  FOR!IAT(1HO, lUHFIYAL SOLUTIOtJ/26H X-VALUE AND cOHPONENTS ofr 
1 9 H  SOLUTION) 

CALL RYAUA(X,X~,RIPARAM) 
H t X i m X  

STOP 
END 

SUBROUTINE PRSOL(PARAMIRESID,Nl,ERR) 
D I H E Y S I D N  PARAY(N1)  ,ERR(Y l )  
WRITE(br9000)(PARAH(l),EffR(1)) 

9 0 0 0  F O R M 4 T ( l 2 H  PARAHETER I i E 1 3 * 7 , / , 1 2 H  RESIDU I , C j l a 3 , / / )  
RETURN 
END 



SUBROLJTIVE AUXCFIYtXrPARAN) 
REAL Lc MLY 
DIMENSIOM F ( 1 1 ,  Y ( 1 1 1  PARAM (1) 
N  1 0  
L = 1 / ( 3  * x + 0 . 0 1 )  
Y Y  a Y C l )  
NLY a N * L Y Y  
JFnC n 1 
SOM = 0.0 
N N r r N - 2  
5 0  1 J I r  NN 
v c ~ r  5 ;F&C C 1 

" 8  

SOU = SOM + Y L Y  * *  J / JFAC 
I COVTINUE 

b o n i  r S O M  t 1 . 0  
SOM2 = SOM1 t NLY * *  ( N  l )  / (JFAC * ( N  - 1 ) )  
F (1) t 1 .0  + EXP (PARAH ( l ) )  t ALOG (5 .0 )  EXP (*NLY) * 
i ( Y Y  h SOM1 - SOM2 / L )  

RETURN 
E ND 

SUBROUTINE RYAUX(X*X l#R,PARAU)  
DIMENSIOV pARAM(1) 
X s 0.0 
x i  i 1.0 
R  = 1.0 
RETURN 
END 

SUBROUTINE BCAUX(GrG1gPARAn) 
DIHENSIOM G ( l ) , G l ( l I t P A R A N ( 1 1  
C (1 )  = 0.0 
C t  ( l )  = 2 . 0  
RETURN 
END 



PARAMETER : O ,  
RESIDU t .849E+00 

PARAMETER t ,47794QOEtOQ 
RESIDU i -.179E+00 

PARAMETER t ,3171742Et00  
RESIDU t ,658E-01 

PARAMETER : .4050347Et00  
RESIDU t -.528E-03 

PARAMETER t .U048113Et00 
RESIDU t .038E=05 

PARAMETER t .40481UPEt00 
RESIDU t - ,133E-06 

F INAL PARAMETERS 
, 4 0 4 8 1 4 8 J E t 0 0  

FINAL SOLUTION 
X-VALUE AND CUYPONENTS OF SOLUTION 



P R d O L k E H  3,1 .4*3  
W . B . V .  P E I D E  (MUMAL)  

" B E G I N *  " I Y T E G E R m  NN, NORS, .NBPI  
n n 4 r ? A y W  PAR 11 : 11, RES t 1  I l] , J T J X N V  [ I  l I ,  1 t 11 i I N  1 0  t 6 1 ,  

OJT [ l  ; 8 1 ;  " I k T k G E R n  " ARRAYh BP 10 : 11 1 
" R E A L V I H E r  FA:  

" PROCEDURE" P E I D E  (N, M, '40, t in,  P, R, B p t  J,  I ,  0, D, JCY, JDP, C Y ,  
"CODE"3444041 

= i ,  , ï, V,  142, CO, PA, R. EP. J. I. C. Y *  
N 1 1 1  n C O D E '  3 4 4 4 5 1  

"DOOLEANm LPROCEDURE" J A C  DFDP (PAR, Y, X, FP)I 
" R E A L "  X I  " A R R A Y *  PAR, Y ,  F P 1  
* B E G I t i W  F P  [ l ,  11 8 '  F P  1 2 1  11 1' 0 )  

JAC DFDP:= " T R U E "  
u t % D w  J A C  DFDPI 

"PROCLDURE"  D A T A  (NOBS, TOBS, OBS, C O B S l l  
"YALUE* Y 3 B S f  "114TEGER" NORS1 "ARRAY" TOBSI OBS, C O E S #  
" B E G I N w  

r o a s  [ o i r =  u t  voes i i ~ i :  11 C O B S  [ i 3  1: 1 1  OBS t i l z o  O 
"END" DATAI 

'PROCECURE* C A L L  YSTART [ P A R #  Y ,  Y M A X ) I  
'ARRAY"  P A 4 1  Y, YHAXI 
*SEGIN" Y Ill ;= O; Y  L21 i =  PAR i 1 1 1  

v w n x  [ l 1  t =  YMAX [ Z )  ,= 1 1  
v f i u ~  r =  1 

* E Y D N  C A L L  Y S T A R T r  

aBOOLEAN" "PROCEDURE" D E R I V  (PAR, Y ,  X ,  OF)( 
" R E A L "  X !  " ARRAY"  PAR, Y ,  D F I  
"+JELINU 

OF i l l t =  Y [.?l$ 
P F  [?i:= EXP ( Y  f l ] ) ;  
DERIV;=  * T R U E *  

R E N O V  D E R I V ;  

"BOCLEAN"  ' P R 3 C E 0 U R E v  J A C  DFDY (PAR, Y: X c ' F Y I l  
" R E A L "  X J  " A R R A Y"  PAR, r e  C Y I  
"OFGIN" 

F Y  [l, 11 i= F Y  i 2 8  21 t "  O S  
FY [ i r  Z l i -  1 1  F Y  t 2 r  l l i =  €XP ( V  I l 1 ) I  
J A C  DFDY:= " T R U E "  

" E N D "  JAC D F D Y t  

"PROCEDURE" H O f J l T O R  (POST,  NCOL, IiROw, PAR, RES, WEIGHT, N I S ) #  
" V A L U L "  POST, NCOL, v i l o ~ ,  d E I G H T ,  N I S ;  
" I 'JPEi;ERR POST, *ICOL, NROvl, WEIGHT, N I S #  "ARRAY"  PAR, RESI 
OUTPUT c b l ,  " ( " / 5 Z D ,  50: N/"))", POST, P AR  t 1 1  ) t  

PAR [ 1 1 1 *  l; N E P I =  O ?  
I N  [31 8s " - 8 r  1 ~ l  1 4 )  t =  " -0 :  IIi 151 t =  5 0 ;  I N  tb1  t :  " - 1 0 1  
114 [ l ]  t =  "41 I N  [ 2 ) : =  " - 0 ;  FA:= O1 I H  L01 l= " - 1 0 1  
N Y t r  2 1  Y;: NO5St.z BP i01  t =  BP [l];: O J  
TInLIc CLOCK)  



COMMUNICATION (1, FA* NNI  M I  fJOBS8 NRP, PARI R E S *  BP, J T J l N V a  I N *  
OUT, O *  0 1 1  

P E I D E ( N N ,  l ,  1, NOP, PAR, RESr BP, J T J I t i V ,  IN ,  OUT, DERIVt  JAC DFDY# 
JAC DFDPt CALL YSTART, DATA, M 0 N I T D R ) j  

TIME:= CLOCK - TIME; 
COMMUNICATION ( 2 ,  FA* NN, M, Noest NEP, PAR, RES, BPq JTJ INV,  I N ,  

OUT, 0 ,  0 1 1  
OUTPUT (61, " ( "3 /5B  V U T H E  CALCULATION 1'4 P E I D E  CONSUHED"))", 

BZZD.DDBB, " ( "SECONDS")" i * " ) " ,  T I H E )  
"ENDn 



STARTiNG VALUES OF TH€ PARAWETERS 
* * 1 0 0 0 0 0 0 " 1  

NUMBER DF E Q U A I I O N S  ; Z 
NUHBER OF OBSERVATICNS: l 

MACHINE P H E C I S I O N  ; * . l * - l 3  
RELATIVE LOCPL ERROR BOUND FOR INTEGRATION Itmln - 7  
RELATIVE TDLERAtdCE FOR RESIDUE $ + . 1 0 *  - 7  
ABSOLUTE TOLERA%CE FOH HESIDUE ; t . l O w  - 7  
U A X f  nu* @+d'4ÛER OF I h T E G R ~ i i Û N S  i û  FERFORH i 5 E  
RELATIVE S T A R T I N C  VALUE OF LAMBOA 1 t . 1 0 "  -9 
RELATIVE HINIHAL STEPLEtiGTH i t . 1 0 "  - 3  

THERE ARE MO BREAK-POINTS 

THE ALPHA-POINT bF TH€ F - O I S T I B U T I O N  I 0 . 0 0  



NORVAL TERMINATION OF THE PROLESS 

LAST INTEGRATION WAS PERFORHED WITHOUT BREAK-POINTS 

EUCL. NORH OF THE LAST RESIDUAL VECTOR ; ,5051082"  - 0  
EUCL. NORM OF THF F I R S T  RESIDUAL VECTORt.1841818n t 1  
NUMBER OF INTEGRATIONS PEKFORHED I B 
L A S T  IMPROVEYENT OF THE EUCLIDEAN NORM 1 . 9 0 3 0 7 3 0 ~  17 
CONDITOY NUHBER OF J f * J  t ~ A 0 0 0 0 O O n  + l  
LOCAL ERROR BOUND WAS EXCEEDED (MAXIM,]$ O 

THE LAST RESIDUAL VECTOR 

THE CALCULATION I N  P E I D E  CONSUHED 18.96 SECONDS 



PROBLEEM 3.1.4.3 
M,R,V. FEMLAG (NUMIL) 

" B E G I N m  " IYTEGER" V ,  1 1 1 1  "REAL" XXX, YYY, C t  
" A R R A Y " €  E l  1  6 1  8 

'PROCEDURE" FEMLAG (X, Y, N, R, F, ORDE, E l 1  "CODE" 3 3 3 0 1 8  

"FORn 11;:: 5 ,  10, 20 *DOn 
" BEGIN"  " INTEGERn ORDE, I ,  1 1 1  "REAL" NORM1 

" A R R i y *  X % ,  Y y e  Y:: : 3  : !!;i 

n R E A L ~ P R R C E O U R E "  Y ( X 1 1  'VALUEn X j  "REAL" X1 
A ~ F "  X ; x x x  n T ~ E t . l "  Y;: YYY "ELSEn 
' l B E G I ~ N  ' IQTEGER" I j  " R t A L m  XX11 Y Y I )  

* I F r  X 4 XX E l f 1 1  *THENn I I =  O "ELSE" 1;s 1 1 1 1  
"Ff lRu I:= I * d H I L E N  X * XX t 1  t l 1  "DO' 1 ) s  I t IJ 
xxx;: x;  I I X t z  IJ X x I a =  XX [ I 1  r  YYI;= YY I 1 1 1  
YYYt: Y Y I  t (YY L I  t 11 - Y Y I )  * (XXX X X I I  / (XX [ f  + 11 r X X I ) )  
Y;= YYY 

"EVDn Y J  

n R E A L m P R O C E D U R E N  R ( X ) ) )  "VALUE" X; "REALw X) 
R;= EXP (Y [ X ) ) ;  

HHEAL* "PROCEDURE" F ( X ) :  "VALUE" X) "REAL* X1 
nBEGINN *REAL" YX; 

Y%:= Y ( X ) i  F & =  EXP (YX) r (YX l )  
"ENDN F; 

"up VROCCDURE" NOR4 i! (X, Y ) )  "ARRAY* X, Y t  
"BEGINu " INTEGER"  I j  "SEAL* S j  

S I =  O; 
"FORn 1 ;s  O "STEP* 1 " U N T I L N  N YDO" s i =  S t ( X  (11 - Y ( 1 ) )  **  2 1  
VORM Z:: S 

"END" NORM 2 1  

O R D E ~ Z  2 1  IIII= O; XXXI: u t 3 0 0 t  C;: 0 . 6 6 8 0 2 7 8 4 5 7 5 j  
E ( $ 1  ;= E i 4 1  ;= I j  E 121 1s E I 3 1  l= E t51 t =  E t b l  i 4  0 1  

"Ff lR" O "STEP"  1  " U N T I L "  N "DO" 
"BEGIN XX [ I 1  I =  I / N 1  YN t 1 1  a: O "ENDw! 

wF0Rn I T ~ =  0, I T  t 1  "WHILEN l<OHM > "-9, -0 ,  - 6  "Do0 
" D E G I N *  " I F - T  O "THEN* ORDEt- -111 

"fORN 1:s  O "STEP" l wUt IT ILY  N *DOw YY (11 1 3  YN [ f f  J 
FEHLAG ( X K ,  YN, Y, R, F, ORDE, E ) J  
NORM:= SRHT (NORM 2 (YY, Y N ) ) j  
OUTPUT (61 ,  " ( ( " " ( " V E R S C H I L  HET VORIG RESULTAAT E " ) " ,  2ZD.908 

" ( "  ,ORDE V.D. METtIODE " ) " t  ZD, /"l", NORM, ORDE) 
mEND* t  
OUTPUT ( 6 1 ,  " ( " / / ,  88,  " ( " X  0 WAARDE")", 9 8 ,  " ( " Y  

9B, " ( [ "EXACTE OPLOSSING')", 2 / " I n ) ) )  
T O R *  I;= O "STEPN 1 n U N T I L n  N NDO* 
OUTPUT (61 ,  " ( " S B ,  3 ( - 2 Z D . 9 D t  581, /")H, XX I I l r  YY [I], 

2 t L N  ( C  / COS ( C  ( X X  [I1 0,S)) )  t L M  ( 2 . 0 ) ) l  
OUTPUT (61,  "("fin I )  " 

"NDw 
*ENDn 



VERSCHIL  HET VORIG RES'JLTbAT 0.1846ab567 ,ORDE V.D, t lFTHDDt Z 
VERSCHIL t lET VORIG RESULTAAT = 0 . 0 0 0 6 3 0 3 3 7  ,ORDE V.D. YETHJDE Z 
VLRSCHIL  ?IET VOilrG RFSdLTAAT = 0 . 0 0 0 0 0 u 0 1 b  (ORDE V.D, rlFTHDDt; i i! 
VERSCHIL  HET VORIG RESiJLTAAT = O.OQ0000000 rOR3E V.D. HETHODt 2 
VERSCHIL  MET VOnIG RESULTAAT i 0 , 0 0 0 5 3 3 3 9 7  ,ORDE VeD, HETHOOE ö Q 
VERSCHIL  MET VOí?IG RFSULTA4T 3 0 ~ 0 0 0 0 0 1 0 0 4  ,ORDE V.D, METHODE = 6 

X 0 WA4RDE Y - HAARDE f XACTE OPLOSSING 

VERSCHIL  MET VORIG RESULTAAT ä 0 . 2 6 1 9 3 9 7 2 2  ,ORDE V,D. HFTHODE s 2 
VERSCHIL HET VORIG RESULTA4T 0 . 0 0 1 1 5 7 8 9 3  ,ORDE VOD, HETHODE S Z 
VERSCHIL  rlET VORIG RESULTAAT 0 , 0 0 0 0 6 0 0 2 2  ,ORDE V,D, fiETHODE n 2 
VERSCHIL  MET VORIG RESULTA4T Z 0 , 0 0 0 ~ 0 0 0 0 0  ,ORDE V.D. METHODC Z 
VERSCHIL  HET VORIG RESULTA4T s 0 , 0 0 0 1 9 0 8 2 6  ,ORDE V,D, HETl4ODC Z 4 
VERSCHIL  MET VORIG RESULTA4T Z 0 , 0 0 0 0 0 0 0 9 1  ,ORDE V,@, HETHODE F b 

X r YAARDE V r WAARDE EXACTE OPLOSSING 



VERSCHIL HET VORIG RESULTAAT = 0 . 3 7 0 6 6 8 2 4 0  , 0 P 3 E  V .@,  YETHODk i Z 
V E P S C H I I  HET V O R I G  RFSIiLTAAT : 0 , 0 0 1 b i 9 7 6 5  ,ORDE !',D, HETMODE r 2 
V E R S C ~ ~ I L  M E T  V O R I G  RESIILTAAT 1 0.0060Oi)030 , O R > €  V.D. HETHUDC. i! 
VkRStt f I :  PIET V O R I G  RfSi lLTAAT r O.OO0oOOOOO i O R 3 E  v.n. V FT HO DE :: Z 
VERSCHIL HET V O 3 I G  RESULTAAT r 0 , 0 U 0 0 6 7 6 5 3  rDR3E V.D. HETHODL r: O 
VERSCtiIL M E T  VORIG RESULTAAT t 0 , 0 0 0 0 0 0 0 0 8  .ORDE V.D. HETHODE J b 

X - WAARDE Y r H A A R D E  EXACTE OPLOSSING 



C PROBLEEM 3.1.4.5 
C M . B . V .  DO2ADF (NAG) 
c. 

PROGRAM MASTER (OUTPUTr TAPE b S OUTPUT) 
EXTERNAL DERIVr OUT 
DIHEVSIOV U (2, 21, V (2, 211 E (Z), Y (11,  ? ) r  G ( 2 r  3 ) r  INT ( 2 1 4  

1WSP ( 2 ,  5 ) r  WC ( 2 ) r  Y9 ( 2 ) r  €E C 2 l r  AA ( 2 ) r  88 ( t l r  CC (218 DO ( 2 )  
U ( I r  1 )  = 0.0 
V ( I r  1 )  0.0 

X 1  = 1.0 
E (11 I E - 7  
E ( 2 )  8 1E-7 
H n 0.000001 
N S 2  
n1 = 11 
I F A I L  = 1 
WRITE ( b r  9 8 )  

9 8  FORMAT ( 2 8 H 1  CURREtdT PARAMETER VALUESr 
1 4Xr ZSHERRORS I N  Y I I 1  AT X S R* bX, 17HSLIH (ERRORS **  2 ) )  

CALL DOZADF (U, Vr E r  Y* H, X, X l r  Rr N, M l *  DERIV, DUT* G, 
1 I N T I  WSP, WS, YO, €E,  AA* 08, CC, DD, I F A I L )  

I F  ( M  .GT. O )  GOTO 3 
WRITE ( b r  9 9 )  

9 9  FORMAT (16140 F INAL SOLUTION, LEX. 23'4 EXhFT SOLUTXON OF Y t I I )  
DO Z I 8 l r  l 1  
X ( I  w 1) 10.9 
Y7 r Z * ALOG (C / COS ( C  fi (X - 0 .5 ) ) )  t ALOG (2.0) 
WRITE ( b r  1 0 0 1  Xr ( Y  ( I r  J), J E 1, ? ) t  Y Y  

100 FORMAT (1Hr  F4.1, 3F14.10) 
2 CONTINUE 
3 WRITE ( o ,  101)  H 
1 0 1  FORMAT (13H ERROR NUYBER, I 3 1  
1 0  CDNTINUE 

STOP 
fNO 



SUBRO~JT INE D E R I V  (Gr  2 1  X )  
D I H E N S I O N  G ( 2 1 ,  Z ( 2 )  
G (1) 0 Z ( 2 )  
G ( 2 )  € X P  ( 2  ( 1 ) )  
RETCIRI4 
END 

SUBROUTINE OUT ( A r  B I  F r  R ,  N )  
DIHENSIDN A (14 ,  .?)r 8 (Ne z ) *  r ( N ) ,  W ( 2 )  
J a !  
DO 3 - K  = i, 2  
D O 2  I = I r  N 
I F  ( B  ( I r  K )  *EP .  0.0) GO10 Z 
w ( j )  = A (1, K )  
J = J t l  

2 CONTINUE 
3 CONTI14UE 

W R I T E  ( b r  100) ( W  (J), J I r  ? ) r  ( F  ( I ) ,  I I r  Z ) #  R 
100 F O R M I T  (ltiF, Z F l 4 * 1 0 #  2 t 1 3 r 4 r  E15,U) 

RETURN 



CURRENT P A R A V E T E R  VALUES ERRORS I N  Y 1 1 1  A T  X a R 

1.0003000000 -1.0000000000 .1549E-08 -,3372Et01 

-,408178U020 .4123032897 -,2144E-02 -,1/93€+00 

-,U600197170 ,4b024152UO -,1152E-03 -,781bE-02 

-,4633930821 ,4634066t91 -,7141E-05 -,519ZF-03 

-.U636166786 .U636175736 -.4649E-06 -,3452E-04 

-,4636325951 .@636325931 -.161bE-l2 -,9497E-ll 

-,4636325931 .~6363259Sl 0. -,155UE*lU 

F X N A L  SOLUTION EXACT S O L U T X O N  O F  Y ( 1 J  
0.0 0,0000000000 -,U636325931 ,0000000002 
,l -.O414356219 ~~3657558958 -.O414356231 
.2 *,O732683795 9.2713999484 -,O732683816 
,.s r.09579984U9 -.17957~2504 r.095799R475 
.U -,10923771P3 -,O893852455 -,t092377212 
.S *.l137036534 .O000000009 -.113703656j 
,b *.l092377183 ,0893852459 *,l092377212 
.7 -,095?Q98449 .l795742504 *,C957998415 
.8 -,O732683795 .Z713999484 -,O732683816 
.P -.O414356219 .3657558958 -,OU14356231 

1.0 0.0000000000 .4636325931 .O000000002 
E R R O R  NUMBER O 

CUM (ERRORS ** 2) 
e 1  137E+02 

.lU23E*Ol 

.b11 l€-00 

.2696L-Ob 

s 1192E-08 

,902SE-22 

.Z416E*29 







3. RANDWAARDEPROBLEMEN 

3.2. Elliptische randwaardeproblemen voor 

partiële differentiaalvergelijkingen 

door M. Bakker en P.J. van der Houwen 

(Mathematisch Centrum) 



3.2.1. Inleiding 

Evenals het geval is voor beginwaardeproblemen bestaat er voor rand- 

waardeproblemen voor partiële differentiaalvergelijkingen geen algemeen 

toepasbare programmatuur. Zoals gebruikelijk is in de numerieke wiskunde 

vervangt men het probleem door een ander probleem waarvoor men de gereed- 

schappen wel beschikbaar heeft; de oplossing van het nieuwe probleem moet 

natuurlijk wel een beetje lijken op de oplossing van het oorspronkelijke 

probleem. We zullen twee methoden bespreken om elliptische differentiaal- 

vergelijkingen in een stelsel van lineaire vergelijkingen (als de ellip- 

tische vergelijking zelf lineair is) of niet-lineaire vergelijkingen over 

te voeren. De eerste methode, welke het langste toepassing vindt, is de 

eindige-differentiemethode, de tweede methode is de eindige-elementen- 

methode welke de laatste jaren zeer in de belangstelling staat. Beide me- 

thoden reduceren het randwaardeprobleem tot een in het algemeen zeer groot 

stelsel vergelijkingen met een "ijle" coëfficiëntenmatrix of, in het geval 

van niet-lineaire problemen, een "ijle" Jacobiaan (dit is de matrix van 

partiële afgeleiden). Met ijl wordt bedoeld dat de matrix overwegend ele- 

menten gelijk O heeft. De oplcssing van dergelijke grote ijle stelsels van 

duizenden vergelijkingen vraagt een geheugenzuinige numerieke oplossings- 

methode. We zullen twee oplossingsmethoden aan de orde stellen: de methode 

van Richardson en de geconjugeerde-gradiëntenmethode. Beide kunnen volstaan 

met een aantal geheugenplaatsen dat evenredig met het aantal vergelijkingen 

is. 

Een en ander zal toegelicht worden aan de hand van het volgende ellip- 

tische randwaardeprobleem 

3.2.2. Diccretisering door middel van eindige differenties 

In de eindige-differentiemethode worden differentiaties door differen- 

tiequotiënten vervangen. Dit proces wordt discretisering of discretisatie 

genoemd en is identiek aan de in paragraaf 2.2.3 beschreven semi-discreti- 



satie van begin-randwaardeproblemen. In het bijzonder zullen we de discre- 

tisering van vergelijking (3.2.1.1) bespreken. Daartoe kiezen we in het 

(x,y)-vlak een uniform rooster met vierkante mazen met zijde h (zie figuur 

3.2.1) 

I 
----j x 

Figuur 3.2.1 Uniform rooster in het (x,y)-vlak 

2 2 
De eenvoudigste 2e orde discretisering van a u/ax2 + a U/ay2 in een punt P 
wordt gegeven door (vierkante haken geeft discretisering aan) 

2 2 
waarin a u/ax2 en a u/ay2 dus eenvoudig door centrale differentiequotiënten 
zijn vervangen. Een handige notatie voor formules als (3.2.2.1) is de vol- 

gende: 

Hierin noteert men de gewichten die de functie U in de verschillende roos- 

terpunten uit de differentieformule heeft, in een array en wel zodanig dat 

de plaatsen in dit array corresponderen met de plaats van de roosterpunten 

in het rooster. Voorstelling (3.2.2.1') wordt ook wel de rn0ZecuuZ~oorste~- 

Zing genoemd. 
2 2 2 Vervangt men in (3.2.1.1) de differentiaaloperator a /ax2 + a /ay 

door de differentieoperator (3.2.2.11), dan gaat het randwaardeprobleem 

over in een lineair stelsel 



-f 
waarin u de benadering van de oplossing u(x,y) in de roosterpunten voorstelt 

-b 
en f de inhomogene termen van de differentiaalvergelijking en de randvoor- 

waarden bevat. Als illustratie stellen we het stelsel (3.2.2.2) op voor het 

geval waarin het vierkant O S x < 1, O 2 y S 1 in 9 vierkantjes onderver- 

deeld is (zie figuur 3.2.2). Voor ul vinden we dan 

l 
o 1 

Figuur 3.2.2 Rooster met h = 1/3 

1 
(1/3)2 C-4u + u3 + u 1 - l0u = -1 1 2 1 

en soortgelijke vergelijkingen voor u2, u3 en u4. Aldus komen we tot het 

stelsel 

In de numerieke oplossingsmethoden voor stelsels afkomstig van rand- 

waardeproblemen voor partiGle differentiaalvergelijkingen speelt het spec- 

trum van de coëfficiëntenmatrix vaak een belangrijke rol. In het boven- 

staande geval van h = 1/3 zien we direct dat de eigenwaarden reëel zijn 

(A is symmetrisch) en, krachtens de bekende stelling van Gerschgorin, dat 

de eigenwaarden in een cirkel met middelpunt - 46 en straal 18 liggen. 
Derhalve liggen de eigenwaarden in het interval C-64, -281. Voor een wille- 

keurige maaswijdte h geldt ook dat A symmetrisch is en vinden we met 

Gerschgorin dat de eigenwaarden in het interval 



liggen. Uiteraard is dit een wat ruwe schatting. Voor een nauwkeuriger ana- 

lyse verwijzen we naar de literatuur (e .g. FORSYTHE & WASOW 11961 1 j . 

3.2.3. De eindige elementenmethode 

De oplossing u van (3.2.1.1) minimaliseert de convexe functionaa3 

over de ruimte V van functies die continu zijn op R = [O,ll x [0 ,1]  en nul 

zijn op aR .  Voor u geldt de betrekking 

waarbij (,) het inproduct over R betekent. De Ritz-Galerkin-methode bestaat 

hierin dat we u benaderen door 1[v ]  te minimaliseren over een eindig-dimen- 

sionale deelruimte S van V. ~ l s  een basis is van S, dan wordt de 

approximatie u E S van u bepaald door 

N T 
Schrijven we u = Ei=l q.$.(x,y), dan wordt q = (ql ,... ,qN) bepaald door 

1 1  

De eindige-elementenmethode nu bestaat hierin dat S zo gekozen wordt dat 

1. u voldoende nauwkeurig is; 

2. het stelsel (3.2.3.2) een ijle matrix A heeft en dus ook voor zeer 

grote N nog oplosbaar is. 

We verdelen R in M = n 2  vierkantjes van gelijke oppervlakte o = h
2
, h de 

maaswijdte. Als roosterpunten kiezen we 



1. de hoekpunten van de vierkantjes: ; 

2. de middens der zijden : X ;  

3. de middens der vierkantjes : + .  

(0,O) (1 ,O) 

Figuur 3.2.3 Uniforme elementen 

Voor S kiezen we de ruimte van functies die 

1. continu zijn op R en nul op aR;  

2. op ieder deelvierkantje ell een bikwadratisch polynoom zijn d.w.z. een 
2 2 

polynoom van de vorm (a +a x+a x ) (b +b y+b y ) . 0 1  2 o 1  2 
Om een basis voor S te definiëren nummeren we de roosterpunten van 1 

tot en met N = (211-1) *. De basisfuncties van S zijn bikwadratische polynomen 
$i(~,y) met de eigenschap 

Het is gemakkelijk te verifiëren dat $.(x,y) r O op die vierkantjes 

waartoe P niet behoort. Bijgevolg is a.. = O als P. en P niet tot hetzelf- 
i 11 j 

de vierkantje behoren. Een blik op figuur 3.2.3 leert dat roosterpunten 

aan ten hoogste 24 andere roosterpunten zijn gekoppeld, roosterpunten x aan 

ten hoogste 14 en roosterpunten + aan ten hoogste 8 andere roosterpunten. 
We werken in formule (3.2.3.2) uit voor de verschillende roosterpunten. 

Voor de integratie maken we gebruik van de tweedimensionale regel van Simpson 

Voor een rechtvaardiging hiervan zie STRANG C19721. 



Om compact aan te geven hoe de verschillende roosterpunten aan elkaar 

gekoppeld zijn, gebruiken we eveneens de molecuulnotatie. We krijgen dan 

voor de verschillende soorten roosterpunten de volgende moleculen. 

Roosterpunten 

Roosterpunten x 

Roosterpunten + 

Merk op dat er geen "kruiskoppeling" optreedt. Bijgevolg is de ijlheid 

van A aanzienlijk groter dan verwacht mocht worden. Het rechterlid van 

(3.2.3.2) is als volgt bepaald 

% h2, voor + roosterpunten, 

- $ h2, voor x roosterpunten, bi - 

1 h2, voor roosterpunten. 
9 



3.2.4. De methode van Richardson 

Stel dat we het niet-lineaire stelsel 

-f + 
willen oplossen, waarin F een gegeven vectorfunctie in u is. In het bij- 

zonder beschouwen we stelsels waarvoor de Jacobiaan 

r = rij-index 
k = kolomindex 

een i j z e  matrix is met positieve eigenwaarden. Voorbeeld van een dergelijk 

stelsel is het door semi-discretisatie van probleem (3.2.1.1) verkregen 

stelsel (3.2.2.2). Dit stelsel is Lineair zodat J = A. Een voorbeeld van 

een niet- lineair stelsel levert de discretisatie van het probleem 

met randvoorwaarden van de eerste soort langs de randen x = O, x = l, 

y = O en y = 1. Dit probleem is de twee-dimensionale vorm van een probleem 

van Troesch (zie ROBERTS en SHIPMAN C19721). Discretisering van de Laplace- 

operator leidt tot het stelsel 

+ -+ + 
waarin A een matrix is, f een constante vector en de componenten van g(u) 

door 10 sinh(l0 U.) gegeven worden. Het is duidelijk dat de Jacobiaan van 
7 

dit stelsel gegeven wordt door 

-+ 
waarin D(u) een diagonaalmatrix is met diagonaalelementen 

d.. = 100 cosh(l0 U.). 
7 7 3 

We beschouwen het iteratieproces 

-+ -f + +  -+ 
(3.2.4.4) = anun - wnF(un) + ( l - ~ ~ ) u ~ - ~ ,  n = 1,2 ,... . 

-f + 
De vectoren u. en ul moeten hierin als startvectoren opgegeven worden. De 



parameters a en w kiezen we zodanig d a t  de convergent iesnelheid  zo g roo t  
n n 

mogelijk is. Daartoe subs t i t ue ren  we i n  (3.2.4.4) 

-f -+ -+ 
waarin u de oploss ing  van (3.2.4.1) i s  en v de f o u t  i n  de i t e r a n d  u . Voor n + + 
u voldoende d i c h t b i j  de oplossing u ge ld t  
I1 

-+ -+ + -+ 
S t e l  d a t  we u l  = uo, dus v = vO gekozen zouden hebben. U i t  (3.2.4.5) v o l g t  

1 
dan d a t  

waarin P een polynoom van de graad n is met P ( O )  = 1. 
n n 

Bl i jkbaar  moeten we de parameters a en w zodanig kiezen d a t  I ~ P  (J(:) ) l 1  
n n 

zo k l e i n  mogelijk is. In de p r a c t i j k  vervangt men deze opgave door een iets 

eenvoudiger probleemstell ing:  kies pn zodanig dat de eigenwaarden van. 
-f 

P ( J ( u ) )  minimaal zijn. Zoals gezegd beperken we ons t o t  s t e l s e l s  waarin 
n+ 

J ( u )  p o s i t i e v e  eigenwaarden heef t .  S t e l  d a t  men bovendien weet d a t  d e  

eigenwaarden i n  een i n t e r v a l  [ a , b l  l iggen.  We k r i j g e n  dan de opgaaf h e t  

polynoom van de graad n t e  construeren d a t  de k l e i n s t e  supremumnorm op  h e t  

i n t e r v a l  Ca,bl h e e f t  met a l s  nevenvoorwaarde Pn(0)  = 1. I n  een h e e l  ander 

verband werd d i t  rninimaxprobleem a l  door Markoff i n  1892 opge los t  en is  na 

hem nog ve le  malen herontdekt.  In  e l k  geval  kende RICHARDSON C19101 de op- 

loss ing  n i e t  en s t e l d e  voor om de nulpunten g e l i j k e l i j k  over h e t  i n t e r v a l  

[ a , b l  t e  verdelen.  Pas i n  1950 kwamen Shortley en Flanders  met de  opt imale  

verdel ing  van de nulpunten aandragen. E r  ge ld t  nameli jk d a t  de  opt imale  

P ( z )  gegeven wordt door 
n 

b+a-2z 

(3.2.4.6) P ( z )  2 
n 

waarin T h e t  Chebyshev-polynoom van de graad n v o o r s t e l t .  U i t  deze i d e n t i -  
n 

f i c a t i e  kunnen de  parameters a en wn berekend worden; we vinden 



Het aldus gedefinieerde iteratieproces wordt het 2e orde Richardson-proces 
e 

genoemd. Er bestaat ook een I orde Richardson-proces waarin alle an8s 

gelijk 1 zijn, dus in feite een éénstaps-iteratieproces. Hiervoor geldt 

echter dat aan (3.2.4.6) voor een vaste, vooraf gekozen waarde van n voldaan 

wordt; noem deze waarde N dan geldt voor de parameters w 
n 

Alhoewel dit proces zuiniger geheugengebruik heeft, weegt het nadeel dat 

van te voren een waarde van N opgegeven moet worden zo zwaar, dat de 2e orde 

versie verre de voorkeur verdient; bovendien is het door (3.2.4.8) gegene- 

reerde proces numeriek instabiel. 

3.2.5. Het eliminatieproces 

We hebben gezien dat het Richardson-proces vraagt naar het eigenwaarden- 

interval [a,bl. Hoe scherper dit interval opgegeven kan worden, des te 

efficiënter werkt de methode. Immers uit (3.2.4.6) volgt voor grote waarden 

van n 

Aangezien arcosh(x) een stijgende functie van x is, moet men 

b+a - =  2 a 
l + -  

b-a b-a 

zo groot mogelijk kiezen, d.w.z. het eigenwaardeninterval zo scherp moge- 

lijk bepalen. - 
Het eliminatieproces is er op gebaseerd de waarde van a door a > a 

-t 
te vervangen. Het gevolg is dat de eigenvectoren in de fout v behorende - n 
bij de eigenwaarden binnen het interval [a,b] des te sneller verdwijnen, - 
maar dat de eigenvectoren behorende bij eigenwaarden uit het interval [alal 

blijven hangen en wel in het bijzonder de eigenvector behorende bij de 

kleinste eigenwaarde 6 (zie figuur 3.2). 
min 



P ( 6 . )  
I/ n min ! 

-t 
Fig. 3.2. Spectrum van P (J(u) ) . 

n 

Het is mogelijk deze dominante eigenwaarde uit de successieve iteratie- 
-+ 

resultaten u te berekenen. Beschikken we eenmaal over 6 . dan kan de n mln 
bijbehorende eigenvector geëlimineerd worden door de parameters a en w 

n n 
zo te kiezen dat P  (z) een nulpunt in 6 . heeft. Dc zitwerking van dit 

n mln 
eliminatieproces is nogal technisch en valt buiten het kader van deze 

syllabus. We vermelden alleen dat de convergentieversnelling aanzienlijk 

is en verwijzen voor verdere details naar MC Tract 20. 

3.2.6. Numerieke experimenten met de procedure RICHARDSON 

Probleem ( 3 . 2 . 1 . 1  ) werd door middel van de benadering ( 3 . 2 . 2 . 1 )  ge- 

transformeerd tot een lineair stelsel van de vorm ( 3 . 2  -2 -2) . Achtereen- 
volgens werd de maaswijdte h = . 025 ,  - 0 5  en . l  gekozen. Op deze stelsels 

werd het in paragraaf 3.2.4 beschreven proces van Richardson toegepast, 

waarvan een ALGOL 60 implementatie in de bibliotheek NUMAL aanwezig is (zie 

de procedure RICHARDSON gedocumenteerd in section 5 . 2 . 1 . 2 . 2 . 1 . 2  van de 

NUMAL-manual). Voor de grenzen van het spectrum van de coëfficientenmatrix 

geldt volgens paragraaf 3 .2 .2 ,  na vermenigvuldiging met -hL om positieve 

eigenwaarden te krijgen, 

Een iets scherpere analyse dan die met Gerschgorin cirkels leidt tot de 

wat nauwere grenzen 



Aan het eind van dit hoofdstuk zijn het gebruikte programma en de verkregen 

resultaten weergegeven; het iteratieproces werd beëindigd wanneer de maxi- 
2 + +  - 5 

mumnorm van het residu h (Au -f) gezakt was beneden 10 . Een onderlinge n 
vergelijking van deze resultaten laat zien dat de numerieke oplossing met 

h = .l in 1 a 2 cijfers, en die met h = .O5 in 2 à 3 cijfers overeenstemt 

met de voor h = .O25 verkregen oplossing. 

3.2.7. De geconjugeerde-gradiëntenmethode 

De geconjugeerde gradiëntenmethode (af te korten als CG-methode) is 

een proces waardoor het n-dimensionale linea-ire stelsel 

3 3 
(3.2.7.1) Au = b, A symmetrisch positief definiet, 

iteratief wordt opgel.ost in ten hoogste n stappen. Een van de varianten, 

ontleend aan REID 119711 is de volgende: 

-+ -+ 3 -+ 
waarbij pO,pl, ... de richtingsvectoren en r OIrl,... de residuvectoren heten. 

-+ 3 
Aangezien de richtingsvectoren een A-orthogonaal stelsel vormen ((ApiIpj) = 

= O, i f j) en de residuvectoren een orthogonaal stelsel (zie REID [1971]), 
-f -f -f + 

is het direct duidelijk dat in elk geval r = 0, dus u = u. Uiteraard is 
n 

het mogelijk dat dit proces eerder afbreekt. 

Wat deze methode aantrekkelijk maakt om grote ijle stelsels, voort- 

komend uit elliptische randwaardeproblemen, op te lossen, is het volgende: 

1. het aantal iteratiestappen is eindig; 

2. blijkens formule (3.2.7.2) hoeft de matrix A niet expliciet meegegeven 

te worden als inputparameter, maar impliciet in de vorm van een routine 



3 3 
die bij gegeven vector v de vector w = Av berekent. 

TABEL l 

Beschikbare routines voor de CG methode 

3.2.7.1. CONJ GRAD (NUMAL) 

- 
-atheek Routine 7 Geheugen ' 

Deze routine is ontleend aan REID L19711. Als inputparameters moeten 

o.m. worden meegegeven: 

ACCULIB 

NUMAL 

3 
1. een beginschatting van u; 

2. het rechterlid van (3.2.7.1); 
-f i 

3. een routine die uit v de vector Av berekent; 

CG I 4n 

4. een stuurparameter in de vorm van een koolean expression. 

CONJ GRAD 

Gedurende het iteratieproces kan de gebruiker aan de hand van het 

aantal uitgevoerde iteratiestappen en het kwadraat van de residunorm 

bepalen of het proces doorgaat. 

2 n 

Voorbeeld. Met behulp van de aanroep 

conj grad (matvec,u,b,l,n, 

iterate < 10 "and" residunorm >=l.OW - 10, 
iterate, residunorm); 

bepaalt de gebruiker dat het proces wordt afgebroken als er 10 iteraties 

zijn uitgevoerd, of als de kwadraatnorm van het residu kleiner dan 

1 0 - l ~  is. 

Uitvoer na m iteratiestappen: 
+ 

I. een approximatie t(m) van u; 

2. de residuvector F(~), overgeschreven OP g; 
-+(m) 2 3. de kwadraatnorm 11 r 



3.2.7.2. CG (ACCULIB) 

Deze routine lost het stelsel 

-+ -+ 
(3.2.7.3) Au + b = O, A symmetrisch positief definiet, 

op met behulp van een variant van de CG-methode, ontleend aan GINSBURG 

L19711. De gebruiker is hier niet verplicht een beginschatting van u te 

geven. Wil hij dat toch doen, dan maakt hij dat kenbaar door de boven- 

grens van het array u een minteken te geven. Een ander verschil met 

CONJ GRAD is dat CG voortijdig wordt afgebroken als A niet positief definiet 

is of te slecht geconditioneerd. 

Invoerparameters zijn o.m. 

-+ 
1. een beginschatting van u (niet verplicht); 

3 
2. de vector b van (3.2.7.3); 

+ -f -+ 
3. een routine die bij gegeven vector v de vector w = Av berekent; 

-+ 
4. de bovengrens van het array u; 

5. een label waarheen de gebruiker wordt gestuurd bij voortijdige 

beëindiging van CG; 

6. het maximum aantal interatiestappen. 

Voorbeeld. Met de aanroep 

it := 20; 

CG(-100,20,b,matvec,xr it,q,e,exit); 

"goto" after exit; 

exit : 

output (61 ,"("/." ( "  process ended prematurely " )  ",/") I') ; 

after exit: 

< afdrukken gewenste resultaten > 

maakt de gebruiker kenbaar dat 

1. een beginschatting gegeven is; 

2. het iteratieproces ten hoogste 20 stappen bedraagt; 

3. melding wordt gemaakt van een eventuele voortijdige betgindiging. 



Uitvoer : 

1 .  een approximatie van u; 

2. het aantal iteratiestappen; 
+ -f 

3. de vectoren q en e; dit zijn twee p-dimensionale vectoren; voor de 

betekenis verwijzen we naar GINSBURG i19711. 

3.2.8. Oplossing van (3.2.1.1) d.m.v. CONJ GRAD en CG 

Een van de aantrekkelijke eigenschappen van de eindige elementen- 
+ 

methode is dat de matrix A en het rechterlid b van (3.2.3.2) vierkants- 

gewijs geëvalueerd kunnen worden (zie FELIPPA & CLOUGH i19701): 

Het gebruik van CG en CONJ GRAD vereist dat bij gegeven vector c de vector 
-+ 
Av wordt berekend door middel van een routine matvec. Een en ander 

-f 
suggereert de seqmentsgewijze evaluatie van Av: 

-f -+ 
w = A v  , 

!L R iZ = l , . .  .,M. 

Aangezien ieder vierkantje ten hoogste negen roosterpunten bevat, bestaat 

A overwegend uit nullen: ten hoogste 81 elementen zijn # O en door het ont- R 
-f 

breken van kruiskoppeling wordt dit aantal zelfs tot 45 gereduceerd. Aw 

wordt nu als volgt berekend: 

-+ -+ 
1. eerst wordt w = Av op O gesteld; 

2. vervolgens worden op ieder vierkantje e de negen (of minder als ex aan 
'1, 

de rand ligt) relevante componenten van wR berekend en op de juiste 

plaats opgeteld. 



Voor de boekhoudkundige aspecten van deze operatie verwijzen we naar 

FELIPPA & CLOUGH 119701. 

Voor de oplossing van (3.2.1.1) werd R in resp. 25, 100 en 400 

vierkantjes met maaswijdten 0.2, 0.1 en 0.05 verdeeld. Om de segments- 
+ -b 

gewijze evaluatie van w = Av meer efficiënt te kunnen programmeren werden 

de randpunten ook als roosterpunten beschouwd. Het aantal roosterpunten 

werd daardoor 121, resp. 441 en 1681. 

3.2.8-1. CONJ GRAD 

Indien een nauwkeurigheid is vereist van ca. 1% wordt bepaald dat het 

iteratieproces (3.2.7.2) wordt afgebroken als de residunorm kleiner dan 

10-5 is. Een onderlinge vergelijking leert dat de oplossing voor h = 0.2 

in 2 a 3 cijfers en dat de oplossing voor h = 0.1 in 4 à 5 cijfers overeen- 

komt met de oplossing voor h = 0.05. Hieronder drukken we het aantal 
-+ -f 

iteratiestappen m en IIAU -b11 af. 
m 

TABEL 2 

Aangezien deze routine geen eenvoudige mogelijkheden geeft om het 

iteratieproces tussentijds te sturen, wordt als bovengrens van het aantal 

iteratiestappen de dimensie van het array u gegeven. 
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Bi j lagen 

" B E G I N *  " I ~ 4 T E G E R N  h l $  wREAL" K2; 
K Z ; = - l o ;  " F P R W t i ~ = 1 O t 2 0 , 4 ~  '33" 

"LIEGXN" ' Ib4TEGER* N1r I 1  Ja K r  ISTEPI 1 7 1  
"KEAL" H e  H26 Hc?K2e R4TCn DU'4LIGVAL; 
"ARRAY* U[O;V,O8'J) r D I S C R [ I ; Z J  

* P R O C E D U R C ~  RICI+ARDSON(U,LJ,UJ,LL,UL, I+JAP,RESIDUAL,A,B,N, 
DlSCR,K,RATCaD~~EICVAL,OUT); "CODE* 3 3 1 7 0 )  

"PROCEDURE* IINIHiT(A,B,C,D,E,F): nCODE* 3 1 0 1 1 )  

"PROCEDURE* DUPHIT(4 rB ,CrD ,ErF ) ;  "CODE" 3 1 0 3 5 ;  

*PROCEDUREn RESIDUAL(UI ;  "ARRAYn UI 
* B F G I N W  "I 'JTEGERn 1, J 1  "ARRAYw A d l O l N t 0 1 N l :  

I r i I . ( 4 T ( O , t . l r O r ! I a A i J , O ) i  D U P ~ I A T ( ~ ~ ~ J I ~ ~ , N ~ ~ A U , U ) )  
" F D R ' I t ï  1 "STEP* 1 " U N T I L n  N l n D O *  
Y F D 2 * J ~ =  1 "STEPN 1 * J N T I L n  N l a D 0 *  
U i I r  J) : t  (4-HZKZ)*AUIIiJ1*íAU[f,J*l~ t A U l I , J t l I + A U 1 1 - 1 ~ J ~  
t A U l l t l r J )  )-HZ 

*ENDN; 

*PROCtDUREn OUT(K): "VALUEn K;  * INTEGCRU K 1  
*BEGIN w nENOn: 

~ t i r ~ - i i  HI=I/N; I~F::M*HJ ~ 2 ~ 2 i = ~ 2 * ~ 2 ;  I Y 1 ~ A T ( O , ~ ~ r O , h i r U ~ O l ;  
R I C H A R 9 S O N ( U ~ l r N l ~ l r Y l r " T R C E ~ ~ R t S I : D U 4 L , 1 Z 2 b * ( t  t HZ], 
"F*  D I S C R t l l < " r S  "TqE'J"  O *€CSEn ~ S O , D I S C R , Y , R A T E , D O ! ~ E J G V A L , O U T ) ~  
OUTFLIT(61 " ( " * r ' ( " A A i J T A L  AAIIRJE?EII V414 R E S I D U A L ~ ' ) " Z Z D ,  

u ~ V n C O N V E R G E M T I E s Y E L i t E I D ~  " ) *DD.4Dn-D,  
U B n ( " R E S 1 D U N O R ~ ~  " ) * D * 4 D " D D , B w ( " t t A A S W I J D T E t  " 1 " ~ 3 D 1 S / * ] u r  
K , Q A T E r D I S C R I 2 I , H l #  ISTEP:: N / / l O t  

"FORn I g = O N S T E P *  ISTEP ' U N T I L *  N nOO* 
" @ E G I ~ *  OUTPUT(b1, 

" ( * / / , " ( "  X 0.0, 0.1, ...r 1.Ot Y * ) " D ~ D ~ / / * ) " ~ ( I / / I S ~ E P ) * O . ~ ~ I  
"FDR"J;=O "STEP* I S T t P  * U N T I L n  N "DO* 
OUTPUT(bltR(mZa-D.UP~-Dw)p,U L I , J l )  

"END" 
"END* 
*ENDn 
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*bEGIt4" " INTEGER" N; "REAL* K21 
KZ:= 1 0 1  "FOR" 'J:= 5, 1 0 1  20 "DO" 

"t3EGIIJn " IYTEGFRn NSQr Hr '421 H3r 't41 FfSQr I r  Jr I T *  ISTEPI JSTEPj  
"REALn Hr  H Z *  H2K2r E P S j  " A R R A Y"  UI F t l ; ( Z * N + l ) * * Z l j  

"PROCEDURE* CONJ GRAD(Ar Xr 8, L r  U, GO DN, I T r  EPS)t  'CODE" 3 4 2 2 0 1  

"PROCEDURE" INIVEC(LIUIAIX); "COOE* 3 1 0 1 0 ~  

"PROCEDURE" MATVEC(UrAU)t "ARRAY" AU, UI 
"BFGINn " IYTEGER' 1, E L *  K l r  K2r  L i  ' A R R A Y " A U X [ l t M 4 1 1  

IN IVEC( t iHSQiAU,O) ;  
"COMYENTn DE RANDWAARDEN WORDEN OP AUX OVERGESCHREVEN 

EN WORDEN T I J D E L I J U  OP NUL GESTELD: 
"FOR" 1:s 1 "STEPm l "UtJTILn fl "DOm 
"BEGIN' AUX [ I 1  1. U I 1 1  1  AUX [ I + M l l ~  U ( I t H S Q - H l 1  

A U X t I + M 2 l t t  U [ M * ( I - t ) t l l l  AUXl I+H31:=  U t l * H l j  
u [ I I  I= U t H * ( I - l ) + l l  r =  U t I * M l  r =  UtI+MSQ-Ml i s  O  

"ENDu; 
"COMMENT" OE BIJDRAGEN VAN AU WORDEN NU VIERKANT VOOR 

VIERKANT BEREKEND EN OPGETELD8 
T O R w  EL;= I @STEPu l ;UNTILu NSQ *DO" 
"BEGINN K l r a  E L / / N t  K21s  EL K l *N:  

L;= * I F n  K 2  = O "THENu (K1 - l l * Y L  t H 2 
" E L S E V * ( K l r N  + K E I  - 1) 

AU [ L I  ;o AU [L1 +[7+HEK2/4J*U [ L I  
W ~ * ( J ~ L + I I  4 u t ~ t ~ 1  ) + ( u ~ L + H ~ ) + u I L + ~ > J ) / ~ ! :  

AUiL+21 := AU t L + Z l  t ( 7 + H 2 K 2 / U ) * J  t L + 2 1  
- u * ( u ~ L * I ~  t U I L + f i t 2 1  ) t r u ~ ~ t n z + 2 l + u r ~ l  1121 

AU tL+MZl  t =  AU tL+'421 t ( l + H Z K 2 / ~ ) * U t L t M i ! l  
-U+(U1L+MI + U L L + Y Z t l I  ) t ( U [ L t Y 2 + 2 1  t U t L l ) / 2 j  

AU t L t H 2 t 2 l  8 %  AULLtY2tZ)  t ( 7 + H Z K 2 / 4 ) * L ) t L + M Z + E l  
* u *  ( U  ~ L + I ~ + Z I  +U  [L+W+II )+(U I L + M ~ I  t u  t ~ t 2 1 3 1 2 8  

A U t L + l I  ;= AU l L + 1 1 + ( 2 2 t H 2 K 2 ) * U t L t l l  
-U* ( U  [LI t U  i L + 2 l  ) * l 6 * U  t L + H + l I  t 2 * U  t L t H 2 + 1 1 1  

AU tL+M] ;= A U I L + M l + ( 2 2 t H 2 K 2 ) * U [ L t M ]  
-U*  ( U I L 1  t U I L t W 1  ) * l b * I J i L + ~ + l I  +Z*UtL+M+ZI I 

AU I L + M 2 t l l  r =  AU [L tM2+11 t ( 2 2 + H ï ! U 2 ) * u i L + M Z + l l  
-U* (U t L t H 2 t 2 I  +U í L 1 M 2 1 ) - l b * U I L + M + t l  t 2 * U t L + l ]  t 

A U I L t M t 2 1  ;= A U I L t M t 2 1  t ( 2 2 t H L K Z ) * l J ( L t M + Z ]  
-U*  ( U  I ~ t M Z t 2 1  +U  1 ~ + 2 1 ) - 1 6 * U  IL+H+11 +.?*U t L t H J  1 

A U I L + H + l l  i= A U [ L + H t l I  t ( b U + H 2 K 2 * 4 ) * J [ L + ~ t l l  
- l b * ( U [ L t I l  t U  [ L + I i l  t U [ L t H t ~ l  tU[L++iZ+l) 

*ENDn; 
*COMYENT" DE RANDHAAROEN HOROEN NU $ V  REKEFISNG GEBRAtHTj 
"FORn 1;s 1 "STEPn 1  "UNTIL" H nOOn 
*BEGINm L:" IJ AU [ L I  t =  U I L 1  l= AUX L I J  I 

L;= I + HSO r Y 1 AU [LI t =  U  ( L I  ;= AUX [ I t H I  
L;= Y & ( I  r 1) t l ;  A U [ L j  I= U [ L l  4 -  A U X I I t H 2 J )  
L:= I * M s  Au l L J ; =  U t L l  r =  AUX i1 tM3i 

"END" 



M;: N  t N  + l ;  M 2 ; r  MtYv M 3 : =  H t n 2 )  M 4 t =  HIHT! 
YSQ:; N * Y ;  lilSS:= N I l l y  H # =  l/'): H Z ; =  Y e H j  H2K7;a H 2 c K Z )  
I N I V E t ( l , M S d , J , O ) ;  I N I V E C ( l , ~ S Q , F , O ) :  
nCOt lYE~ ITN EVALLIATIF VAN HHT RECHTLRLIDf  
"FOR" 1;- M t 2  "STEP"  N2 " U N T I L "  HSQ-M "Di l f l  
* F O H ~  J I = I  " S T E P "  2 WNTIL* IIM-3  DO" F [ J I ~ =  U*HZ) 
*FOKw I;r M i 3  nSTEPn i12 wUpJTILn HSO-M "DO* 
"FORM J;=I "STEP"  2 * U Y T I L *  I t M - 5  "DO" F C J I t "  .?*HZ( 
"FOR" 11: ",?t2 " STEP w H2 "U I$T IL*  t lSu rM "DO" 
"FOK" J ; = I  "STEP"  2 " U N T I L "  ItKr3 "DOn F f J 1 1 i  ? *HZ)  
"FOR* I ; =  Y Z t 3  *STEP w M2 n U N T I L *  YSJ-W nDO* 
V O R " J ! = I  *STEPN 2 "UNTIC"tMw5 "BON F t J I g =  H F !  

CONJ GRAD(MATVEC, U, F, l ,  M S Q ,  EPS i . O " r l ~ l  11, EPSII  
0UTPUT(blr"(W*,"("RESIDUNORn~n)**Dw4Dn~ZD, 

U B R ( "  AANTAL AAIIROEPEN VAN HATVECln)"ZZD,  
UB"("AANTAL ROOSTERPUNTEYI * )VZZD~ 
~ B ~ ( ~ M A A S ~ I J D T E ; ~ ) ~ ~ D D , ~ / ~ ~ ~ , S Q R ~ ( E P S ) , I ~ , ~ S ~ , H ) ~  

JSTCP;= N/ /S;  ISTEPI: JSTEP*Yt  
" F O R *  I;: i "STEP*  ISTEP ~U,.ITIL* nso - M t i *DO"  
*BEGINn OUTPUT(bi ,  

" ( ( " / / , " ( " X  = 0.0, 0.1,  . . e ,  1 .0 ;  Y ")*D.D,//*)",(I//ISTEP)~O,~)~ 
V O O *  J j a  1 'STEP* JSTEP nVt. lTILw I t M r 1 "DO" 
ouTPurtbi,~(nBe~D.uDn~Dbl*,UtJi) 

"ENDn 

" E N D "  
"END" 
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~ D E G I t i n  *J#TEGCRn N j  'REAL"  K 2 1  
K? ( : r lO t  w F ~ R ~ i ~ a = 1 0 , Z 0 , 4 0  "DO" 

" B E G I N Y  " I V T E G E R n  til, I ,  J r  K, ISTEPI  111 
"REAL"  ti, H2r  H 2 K 2 r  RATE, DOWCIGVAL; 
"ARRAY" UIO:~4,0ah41 r D I S C R ( l i 2 1  l 

V R I J C E D U R E ~  R I C ~ ~ A H D S O ~ ( U ~ L J , U J , L L , U L , I N A P , R E S I O U A L I A ~ B ~ N ~  
D I S C R , K , R A T E r D O M E I G V A L , O i J T l  8 "CODE" 331701 

*PRuCEDUREn INIHAT(AIBICIPIEIF); "CODE' 5 1 0 1 1 >  

"PROCEDURE" R E S I D U A L ( U 1 ;  @ARRAYm UI 
" BEGIN"  " I F i T E G E R V ,  J; "ARRAY" AU[O tN ,01Y I  1 

I N I ~ ~ A T ( O , N ~ O , N ~ A ! ~ , O ) J  D U P M A T ( ~ , N I , I , N ~ , A U ~ U ) ~  
n F O R w I 1 =  1 "STEP" l nUYTILi N l n D O n  
"FOf3"Jt: 1 " STEPn  1 " U N T I L "  N l m O O *  
U [ I , J ]  :s ( U - H Z K ~ ) * ~ U  t l l J l - ( ~ U I I , J - l ~ + A U ~ I ~ J t l ~  t A U t l - l , J j  
t A U ~ I t 1 , J I  ) r H 2  

*ENDn i 

CPROCEDUREw O U T ( K ) j  V A L U E V ;  " INTEGER"  KI 
H ö E t I N "  * E t i D R t  

O U T P J T ( b l , " ( " r , * ( ~ A N T A L  AANRDEPEN VAN RESIDUAL ; * ) *ZZD,  
UB""CONVERGE!4TIESYELr lE IDL * ) "D14DN-0,  
UBm("RESIDLIbJOR'3: " ) " D . o D " - D , P B U ( " H 4 A S W I J D T E ;  ' ) \3D,3 / " ) * ,  
K ,RATErD ISCR t21 ,H) I ISTLP:= N / / l O ;  

"FORW I ;=OnSTEPL  I S T E P  W H T I L *  N *DOn 
" BEGINn  OUTPUT(61, 

" f " / / , " ( "  X 0.0, 0.1, ... 1 I . 0 1  'f = ")"D~D,//")*r(I//fSTEPl*O~~~I 
"F0RWJ:=O n S T F P "  I S T E P  " U N T I L n  Y "DOn 
0UTPUT[61,n("2B-D,4D*-D")a~U(I,J)) 

"ENDn 

"EMDn 
*ENDn 
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" BEGIN*  VIYTEGER* N: UREAL* U,?) 
< ? t =  1 0 1  "FOR" Y : =  C r  10, 2 0  "DO" 

*MEGINn " I tJTEGER" NSQr M, MLD " 3 0  M4, MSQ, 11 J, 17, I S T E P *  JSTEPI 

"PROCEDURE' CONJ GRAD(Ar X, 0, L, U, CO ON, 11, E P S ) )  "CODE" 3 4 9 2 0 )  

'PROCEbUREn It4IVECCL,U,A,X); "CODE' 31010; 

a?ROCEDURE* ,YATVECCU.AUlr *ARRAYN AU. UI - .  
n ~ ~ ~ ~ ~ w - n Ï t ~ ~ ~ ~ ~ ~ *  I ,  tL, K i r  K2, LI ' A R U ~ Y *  AJX t l g n 4 1  ) 

! N ! V F C ! ! s * S P s A I J , o ) !  
"COWHLVT' DE RAi lClh 'A~RoEt i  WORDEN OP AUX OVERGCSCHREVEN 

L M  WORDEN T I J D E L I J K  G P  b J L  GCSTELDl 
* F O H n  I a =  l "STEP" 1 WO IJ TIL^ i! "0" 
*BEGINn 4 L ) X f I l  t =  U I 1 1  A ' J X t I t H l  :: IJ [ f+HSQrMl  ) 

AUXt I tb121  I =  U f H * ( I * l ) + A I ;  A~!XtI+M311: U I I r H l t  
u t 1 1  r =  u t t i b ( 1 - l ) + i l  t =  U [ I * H l  8 s  U t I + n S Q - Y 1  I =  O 

'END";  
"EOflMEYTM DE BIJDRAGEN V41.1 AU MORDEN NU VIERKANT VOOR 

VXERUAUT BEREKEND EN OPGETELDJ 
*FOK1 '  EL:= 1 "STEP" l " U N T I L a  USO "DO* 
" B E G I N V 1 l ï  E L / / N t  K 2 8 =  LL K l L N t  

L;= * I F H  K2 I O "TYENe ( Y 1  - 1) *M2 t H r 2 
"ELSF*  2 + t K l * H  t K21 - i r  

AU [ L I  g =  AU [ L I  + ( 7 t H 2 K 2 / 4 ) * U  [ L I  
- 4 * ( U I L t l I  t U I L + " I  I t ( L J [ L + H 2 1  t U t L t 2 1  > / Z t  

AU I L t 2 1  ;a AU [ L i 2 1  + ( 7 + t i 2 K 2 / 4 )  * J  ti.491 
- U * t U ( ~ + í l  t J  t L + * t Z 1  l t ( U ( L + H 2 + ? I + J ~ L l ) / 2 1  

AU f L t f l 2 1  i= AU [ L + p 2 1  t ( 7 t H 2 K 2 / U ) * i l  t L + H 2 l  
- U * ( U [ L + H l  + U I L t ~ 2 + 1 1  ) * (U [L+Y2+21  t t 1 t L l ) / i ? t  

AU I L t H 2 t 2 ]  i= AU ~ L I Y ~ + ~ ~ ~ ( ~ + H ~ K ~ / U ) * ~ J I L + Y ~ ~ Z I  
- U * ~ U l L t t l t 2 1  *u  tL+H2+11 ) + ( U  [ L t M Z I  t U [ L + 2 1 1 / 2 1  

A U t L t l I  := A u [ L + l l + ( 2 2 t ~ 2 K 2 1 * U [ L + l l  
- U r ( u f ~ l  ~ I ~ I L I ~ ]  I - 1 6 t U  t L t t i t 1 1  t 2 * U [ L + M a t 1 1 ;  

AU fL+MJ ;s A U I L t ' + l  + f 2 2 t H Z K Z ) * ~ J t L t M )  
- 4 * ( U I L l  t U I L t ~ 2 1 ) - ~ b * u ~ L + M t l l t 2 * U ~ L + ~ t L ~  J 

AU t L t N 2 t l l  a =  AU [ L + ~ 2 t 1 1 + ( 2 2 t H 2 K 2 ) * U [ L t M r ? + l I  
- U * ( U l L + H ? + Z I + U ~ L t H 2 1  ) ~ l b * i l ~ L + f l t 1 ~ + ~ * u ~ L t l ~  t  

AU t L t M t 2 I  := 4U l i + M + 2 1  + ( z ~ + H ? K ~ ) * L J  [L+Mt21  
r U * ( U t L + M 2 + 2 1  t J ( L + 2 1 ) - 1 6 * ~ l i L t ~ ~ t l 1 + 2 * U ~ L + H I  f 

A U I L t M t l I  := A U t L t M t l l  t ( b 4 t H 2 K 2 * 4 l * d [ L t M t l 1  
- 1 b * ( U L L t  11 tii I L t ì l l  +U  [ L + ' r t 2 ]  + U [ L + Y Z t 1 1 )  

"END'; 
"OHMCUT" DE RANDdAARDEI-I dORDEN NU 1'4 REKENIYG GEBRACHT) 
"FOR" I:= 1 *STEPm l n U t i T I L H  M *OOn 
n a E G I N V ; =  I! AU [L) i =  U  [ L I  ;e 4UX (11 t 

L;= I t tlsfì - Y A U t C l  t t  U I L 1  := A U X [ I t H l  1  
L $ =  M * ( I  r 1) t 1 1  ALJICI t =  U I L 1  a =  A U X i I + H 2 J  I 
L:* I * H J  AU[LJ 8s  U  [ L I  ;= AUX I I t H 3 1  

"END" 
* L N D " M A T V E C I  



M l o  N t N + 1;  M?%= M3;- HtML>)  1411:- !!+H31 
M S O t =  M h ' + j  N S Q l i  N * r l t  H Z =  i / N #  H z ; =  H*H; H2KZ1-  H2*KZ; 
I N I V E C ( ~ , ~ S U , U , Q I I  IYIVEC(I , '~SQIFIO))  
"COFIYEP!Tn EVALUATIE  VA!! HET RLCHTERLXDI 
"FOR* 1:s Y t Z  "STEPm M2 " U N T I L "  HSO-M " D O I  
nFOR* J;:I " STEP"  2 "U+JTILW I t M - 3  "DO" FfJl $r U t l i 2 1  
*FOR* I;: ~ t 3   STEP^ ti2 w u ~ ~ ~ ~ *  ~ S Q - M  n ~ o n  
"FOH" J$=I "STEP"  2 "UFJTILN I t M a S  " 0 "  FIJI ;m Z r H 2 j  
u ~ ~ ~ n  I:: n2+z WSTEP"  n ~ t ~ ~ ~ ~ *  nsa-ri n ~ ~ m  
nFORn J;=I wSTEPn Z wUt4T ILN I t M - 3  *DON F t J 1  a =  2 * H Z 1  
"FORW 18: M 2 t 3  "STEPn M2 *UNT1Lw HSQiM n D O *  
W F O R W  J;=I "STEP"  Z "UNTIL~ ~ t n - s  "DO' F ( J J ~ =  H Z 1  

C O N J  GRAD(YATVEC, U, F, 1, HSO, €PS + 1*0"10 ,  17, EPS>1 
O U T P U T ~ O ~ , ~ ( ~ ~ , * ~ ~ R E S I ~ U Y O R ~ ~ ~ ~ ~ - D ~ ~ O ~ - Z D ,  

U 8 " ( "  AANTAL AANROEPEN VAN HATVEC;'IwZZD, 
PB" ( "AANTAL ROOSTERPlJNTECJ:*) 'ZZZD, 
U8"(*MAAS~IJDTE;')'.DD,5/w)'~SQHT(EPS)~IT~~SQ,H)t 

JSTEP; i  N / / S i  ISTEP;= JSTEP*Hj  
"FOR" I:= 1 "STEPn ISTEP w U N T I L "  HSO r H + t *DOw 
"BEGIN" O U T P U T ( 6 l r  

" ( * / / , " ( " X  = 0.0, 0.1, . e .  r 1 * 0 j  Y a " l w D ~ D ~ / / " ) " , ( X / / I S ~ E P ~ * O ~ l l ~  
"FOR* J $ =  I "STEP* JSTEP V I N T I L "  I + H e 1 "DO" 
0UTPUT(bl,n("B8-D,UDn*D")w~UIJ~) 

"ENDn 

"END" 
"ENDi 
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