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VOCRWOCRD

Het Col | oqui um Nuneri eke Progr anmat uur, waarvan het eerste deel werd ge-
houden in de eerste hel ft van 1976, werd georgani seerd door de Afdeling
Nurrer i eke Wskunde van het Mat hemati sch Gentrum Het doel van de | ezi ngen
was voor nanel i j k om geint eresseerden vertrouwd te maken nmet het gebrui k
van de programmat heken ACCULI B (aALGOL 60 en FORTRAN), | MBL (FORTRAN),

NAG (ALGOL &0 en FORTRAN) en NUMAL (ALGOL 60). Het col |l oqui um was dan ook
vooral bestend voor, wat nen bij de rekencentra noent, de gebrui ker. Her-
mee wor den de vel e personen aangedui d, di e voor de opl ossi ng van hun

fysi sche, chem sche, statistisch of andere probl enen gebrui k kunnen nmaken
van nurreri eke al goritnen die in de vormvan routi nes beschi kbaar zijn in
de gencemde programmat heken bij de verschillende rekencentra. E is dan
ook zoveel nogelijk geprobeerd omaan de hand van konkrete praktijk-

probl emen het gebrui k van de beschi kbare programmatuur toe te lichten.

Het gebi ed van de nuneri eke wi skunde dat in het eerste deel van dit col -
loquiumis bestrekenis zeer ruim Het onvat lineaire al gebra, differen-
tiaal vergelijkingen, special e funkties, Fouriertransformati es en optimali -
sering.

W] hopen dat de twee boekjes waarin de | ezingen van dit col | oqui um
zi j n weer gegeven voor de bovengenoende gebrui ker een nuttige gi ds kunnen
zijn bij de selektie van de juiste programmat uur voor de opl ossing van zijn
probl emen. Tenslotte wil de redakteur zijn dank betui gen aan degenen di e
aan de totstandkom ng van deze syl | abus hebben neegewer kt, net nane ook aan
nevr. |. Pins voor het typen van het manuscript en aan D Zwarts en

J. Schi pper voor het drukken en bi nden van deze boekj es.






1. LINEAIRE ALGEBRA

1.1. Oplossing van stelsels lineaire vergelijkingen en inversie

door J.C.P. Bus
(Mathematisch Centrum)



1.1.1. Inleiding

Bezi en we het total e gebi ed van de nuneri eke wi skunde dan kunnen we wel
konkl uderen dat de nunerieke (lineaire) algebra één van de neest uitgewerkte
deel gebi eden is. Mt nane voor de opl ossing van stelsels lineaire vergelij-
ki ngen best aan vel e goed geanal yseerde al goritmen en i edere programmat heek
bevat dan ook een uitgebreide verzamel i ng programmatuur op dit gebied. Wj
zul l en ons in deze bijdrage beperken tot vier programrat heken wel ke op het
SARA- syst eembeschi kbaar zijn of bi nnenkort beschi kbaar konmen. Dit zijn:

ACOLLI B (ALGOL 60 en FCRTRAN) ;
IMSL (FORTRAN) ;
NAG (ALGL 60 en FORTRAN) ;
NUMAL (ALAL 60) .

Het doel van deze bijdrage is tweeledig. Enerzijds willen wij een over-
zi cht geven van de progranmmat uur voor het opl ossen van stelsels |ineaire ver-
gel ij ki ngen en inversie, wel ke beschi kbaar is in deze vier programrat heken.
Anderzijds willen we aan de hand van een probl eemuit de nol ecuul fysi ka, de
knel punt en aangeven bij het gebrui k van deze programmat uur voor het opl ossen
van bepaal de probl enen.

1.1.2. Overzicht van de beschi kbare programmat uur

V¢ beschouwen het probl eemeen |ineair stelsel
(1.1.2.1) Ax =Db
op te lossen, waarbij A een (nxm)-matrix, X een mvektor en b een n-vektor
is. Dkwjls zal rmen bij een gegeven matrix de opl ossing van (1.1.2.1) wil-
| en vinden voor verschillende rechterl eden b. V& kunnen dit noteren als:
| os op

(1.1.2.1) AX = B,

waar bij B een (nxp)-matrix is van p rechterleden (kolommen van B); de
kol ommen van de (mxp)-matrix X zijn dan de overeenkonsti ge opl ossi ngen.



V¢ zul | en een overzi cht van de programmatuur i n de vier beschouwde
pr ogr ammat heken geven door m ddel van een aantal tabellen. In tabel 1 wordt
een ruwe indeling gegeven van de verschillende stelsels lineaire vergelij—
kingen, waarbij naar de tabellen 2 t/m 6 wordt verwezen voor de te gebrui ken
procedures of routines. In tabel 7 wordt de programmatuur voor het inverteren
van een natrix gegeven en in tabel 8 die voor het berekenen van de pseudo-
i nverse. De pseudo-i nverse A+ van een matri x A wordt gedefini eerd door:
an*a = a, ataa® =a",
a7’ = a'a, (aah T

1]

A+ i s hi erdoor ééndui di g gedefini eerd voor el ke A Voor de berekening

+ ..
van A zij verwezen naar sektie 12

TABEL 1

Ruwe indeling van stel sels lineaire vergelijkingen.

Ei genschappen Verwijzing naar
van de matkeix tabel
reéel,vol 2
n=mrang = n

reéel ,vol

n>mrang = m 3
kl ei nst e- kwadr at en-

opl ossi ng

reéel , 4
rang < min(n,m)

reéel, ijT 5

n =m, rang = n

complex 6

In de verschill ende tabel | en worden routines, di e uitsluitend geschi kt
zijn voor het oplossen van een lineair stelsel net €én rechterlid, aange-
geven door een asterisk (x) voor de naam Bij de routines uit ACCULIB
duidt (A en (F) op de programreertaal ALGL 60 resp. FCRTRAN Evenzo dui dt



bi j voor beel d FO4AAA/F i n de NAG programrat heek op de routines FO4Aaa in
ALGOL 60 en rO4AAF in FORTRAN | MBL bevat al | een FORTRAN subroutines, ter-
Wi j| de NuMaL uitsluitend ALGL 60 procedures bevat.

TABEL 2

Pr ogr ammat uur voor het opl ossen van lineaire stel sel s
met eenreéle, volle, niet-singulierevierkante natrix.
n

Al | een opl ossen

geen nadere ACCULIB : *DETSOL (A)

speci ficatie DET + SCL (A)
*CROSOL ( F)

CRCDEC + soLpec (F)

I MBL :  LEQT1F

NAG : FO4AAA/F
*FO4ARA/F

NUMAL : *decsol
dec + sol
*gsssol

gssel m+ sol el m

ol ossen net _iteratief verbeteren

| MBL :  LEQT2F

NAG : FO2AEA/F
*FO4ATA/F

NUMAL : *xgssitisol

gsselm+ itisol

ol ossen net ber ekeni ng bovengr ens f out

NUMAL : *gsssolerb
gsserb + solelm
*gssitisolerb

gssnri + itisolerb




symret ri sche
posi ti ef
definiete

matrix

symret ri sche
ni et - posi ti ef
definiete

matrix

1)

( A | een opl ossen

AQCOLIB : SYMDEC + SYMSCLE (A)
*DETSOLSYM2 (A)
DETSYM2 t+ SOLSYM2 (A)
*DSOLSY (F)
CHCDEC + SOLSYM (F)

| MBL . LEQT1p
NAG : FO1BFA/F + FO4AQA/F
NUMAL : *chldecsoll

chl decl + chlsolil
*chdecsol?2

chldec2 + chlsol2

pl ossen net _iteratief verbeteren

I MBL :  LEQT2P

NAG :  FO4ABA/F
*FO4ASA/F

} Al | een opl ossen

I MBL ¢ LEQI1S D

NUMAL : *symdecsoll b
symdecl * symsoll !
*symdecsol2 L

symdec2 * symsol2 1)

ol ossen net ieteratief verbeteren

| MBL . LEQ2S

De nethode, die gebruikt is in de | MBL programmatheek is stabiel voor

indefiniete natrices. Dit geldt niet voor de nethode die is gebruikt in

de NUMAL,



TABEL 3

Pr ogr ammat uur voor het opl ossen van |ineaire overbepaal de stel sel s

net reéle natrix van vol |l e rang; Kkl ei nst e-kwadr at enopl ossi ng.

Al | een opl ossen

ACOULI B : *LEASTSQ (A)

DECOMPCSE + SALVLQ (&)

DOWPCS + SALVLQ(F)
NAG : FO1AXA/F + FO4ANA/F
NUMAL : *lsgortdecsol

| sqortdec + |sgsol

pl ossen net _iteratief verbeteren

NAG :  FO4AMA/F

TABEL 4

Pr ogr ammat uur voor het opl ossen van |ineaire stel sels met
reéle matrix van orde nxm; ni et noodzakelijk van volle rang.

ol ossen over bepaal de stel sel s (n>m)

I MBL : LLSQAR

NUMAL - *solovr

gri sngval dec *+ sol svdovr

ol ossen onder bepaal de stel sel s (n<m)

NUMAL : *solund

gri sngval dec t+ sol svdund

pl ossen homogene vergelijking

(rechterlid is nul vektor)

NUMAL :  homsol



TABEL 5

Programmat uur voor het opl ossen van stel sels lineaire

vergelijkingen met vierkante reéle, ijle, niet-singuliere matrix.

Direkte net hoden

geen nader e

specificatie

bandmat ri x

symmetri sche
bandmatri X

(pos. definiet)

tri di agonaal -

matri x

symet ri sche
pos. definiete
tridi agonaal -

matri x

NAG : TFO3AJA/F of FO3AKA/F + FO4APA/F

Al | een opl ossen

IMBL - LEQT1B
NUMAL : *decsolbnd
decbnd + sol bnd

pl ossen net _iteratief verbeteren

IMBL : LEQTZB

Al | een opl ossen

IMBL : LEQIPB
NAG FO4ACA/F
NUMAL : *chldecsolbnd
chl decbnd + chl sol bnd

ol ossen net _iteratief verbeteren

IMBL : LEQ2PB

Al | een opl ossen

NUMAL : *decsoltri
dectri + soltri
*decsoltripiv

dectripiv + soltripiv

Al | een opl ossen

NUMAL : *decsolsymtri
decsymri + solsymtri



Iterati eve net hoden

ACQLIB  :  CG(A)
NUMAL :  conj grad
conj resi
TABEL 6

Pr ogr ammat uur voor het opl ossen van stelsels |ineaire
vergel ijkingen net vierkante, niet-singuliere, conplexe nmatrix.

Al een opl ossen

IMSL : LEQTIC
NAG : FO4ADA/F

ol ossen net _iteratief verbeteren

IMSL i LEQT2C

TABEL 7

Programmatuux VOOr inversie van een reéle, niet-singuliere matrix.

[ Aleen inversie
geen nadere ACOLIB :  DETINV (A
speci fikatie CRCDEC + | NVDEC (F)
I MBL : LINVIF
LINV3F
d NAG : FO1AA/F
NUMAL : deci nv
gssi nv
Inversie net iteratief verbeteren

I MBL : LINV2F

I nversi e net bovengrens fout

NUMAL : gssinverb



symmetri sche
posi ti ef
definiete
matrix

symmetrische
niet-noodzake-
lijk positief
definiete
matrix

symmetri sche
pos. definiete

bandmatri x

1)

indefiniete matri ces.

de NUMAL.

N — W

r

Alleen inversie

ACCULIB : DETINVSYM2 (A
CHCDEC + 1nvsyM (F)

| MBL : LINV1P

NAG ;  FOIRDA/F

NUMAL : chl deci nvl
chldecinv2

Inversie met iteratief verbeteren

I MBL :  LINV2P
NAG . FOlABA/F
FO1ACA/F

Al een inversie

1)

symdecinv2 b

NUMAL : syndeci nvl

alleen inversie
IMSL : LINIPB

Inversie net iteratief verbeteren

I MBL : LIN2PB

De nethode, die gebruikt is in de I MSL programmat heek i s stabiel voor
Dit geldt niet voor de methode die is gebruikt in

TABEL 8

Progr ammat uur voor de berekeni ng van de pseudo-inverse van een nmatri x.

M.B., Meestal zal

I MBL :  LPSDOR
NUMAL : psdinv

ber ekeni ng van de pseudo-inverse niet nodig zijn en is een

si ngul i ere waar den dekonposi ti e vol doende, evenal s i nversi e van een natrix

nmeestal niet nodig is naar de ontbi ndi ng vol doende.



Opmerkingen

1. Als ergens in de tabellen twee routines tezamen worden gegeven, bijv. in
tabel 2: dec *+ sol, dan wordt daarmee aangeduid dat voor de oplossing van
het probleem eerst de eerste routine (dec) moet worden aangeroepen, gevolgd
door één of meer aanroepen van de tweede routine (sol).

2. Bij verschillende routines in de IM programmatheek bestaat de mogelijk-
heid een test op de precisie uit te voeren door een zekere integer waarde
aan de parameter IDGT mee te geven. Als aan de test is voldaan dan betekent
dit dat de gevonden oplossing de exacte oplossing is van een lineair stelsel
met een matrix die in IDGI decimalen overeenstemt met de gegeven matrix.

Het gebruik van deze parameter kan tot verwarring leiden omdat het niets
zegt omtrent het aantal korrekte decimalen in de berekende oplossing. Dit
blijkt duidelijk uit het volgende voorbeeld.

V¢ losten een lineair stelsel op met de routines LEQTIF en LEQT2F.

De konditie van de matrix was 108. V¢ deden dit voor IDGT = 0,2,4,6,8,10,12,
14. Het bleek dat LEQT1F een oplossing berekende met een relatieve fout van
210 - 7, terwijl alleen voor IDGT = 14 een waarschuwing werd gegeven over
de precisie.

De situatie bij gebruik van LEQT2F waarvan wordt gezegd dat de op-
lossing in hoge precisie wordt berekend i s nog verwarder. W& geven de resul -
taten in tabel 9.

Voor IDGT = 14 wordt gemeld dat slechts 6 decimalen niet veranderden
na iteratief verbeteren, wat de indruk geeft als zou de gevonden oplossing
slechts in 6 decimalen korrekt zijn.

Het blijkt dus dat de gebruiker, indien hij niet weet dat de konditie
van de matrix ongeveer 1 is, beter IDGI = 0 kan invoeren als hij LEQT2F ge-
bruikt en een zo hoog mogelijke precisie in de oplossing wil verkrijgen.

In dat geval wordt namelijk geen precisie test uitgevoerd en altijd itera-
tief verbeterd. Dezelfde opmerkingen gelden ook voor de andere routines die

deze parameter hebben.



TABEL 9

Gebrui k van LEQT2F voor opl ossing van een sl echt
gekondi ti oneerd stel sel voor verschillende waarden van | DGI.

IDGT fout in berekende waar schuw ng
opl ossi ng gegeven
o] 40715 nee
2 2,717 nee
4 250" nee
6 2,07 nee
8 2,07 nee
10 210- nee
12 20" nee
14 410-15 ja

1.1.3. Gebrui k van de programmat uur aan de hand van een probleemuit de

nmol ecuul -fysi ka.

Het fysisch probl eemwaar het hier omgaat wordt uitgebreid beschreven
door HUBERS & LGS [{1975]. Wj zullen kort op de acht ergronden i ngaan.

Bij reaktieve botsingen tussen zekere atonen en nol ecul en bij vari abel e
tenperat uur wordt de door snede voor de produktie van een specifiek ion bij
gegeven tenperatuur T gegeven door

(1.1.3.1) Q(E:r ,Ei)dEi,

el

or® = J £(E,,B)0(E,
0

net E - rel ati eve ki neti sche energi e;
B = 1/kT, k is de Bol t zmann- konst ant €;
E. : totale trillingsenergie van het nol ecuul ;

i
£(E,,B) : de fraktie noleculendie trillingsenergieE; hebben bij
1

tenperat uur T,

o(E ) - de speci fi eke door snede.

g,
rel’ i



12

Het doel is G(Ei) = O(Erel ’Er') te bepal en bij gegeven rel ati eve
ki neti sche energie. Zij nu p(E;) de dichtheid van de nol ecul ai re trillings-
t oest anden bij energie E, dan gel dt voor de z.g. verdelings-funktie

]

Z(8) J p(Ei) exp(-EiB)dEi;
0

n
(1.1.3.2) zZ(B) =1/ 2 sinh(Bhvj/2),
j=1
waarbij n het aantal trillingstoestandenis, vj (j=1,...,n) de verschillende

frequenties en h een schal i ngskonstante. Met gebrui k van de Maxwell-Boltzmann
distributie en de experinenteel bepaal de rel atie

(1.1.3.3) Q(Erel,B) = Cexp(A/B),
voor zekere konstanten C en A, krijgen we na eni g omwerken
(1.1.3.4) z(B)Q(B) = E(p(E{)o, (ED)),

waarbij B en o, door eenvoudi ge transfornaties uit EI en o worden verkregen
en £(£(x)) de Lapl ace getransforneerde van £(x) aanduidt. Dus uit (1.1.3.2),
(1.1.3.3) en (1.1.3.4) krijgen we

n
(1.1.3.5) E(p(E,)0,(E,)) = Cexp(A/8) —— T [sinh(Bhv./2)1 .
i"7171 2n =1 3j

Van het rechterlid is niet anal yti sch de Lapl ace-i nverse te berekenen.
Daaromwi | | en we op het interval [)‘0’)‘1] de funktie

n
2o
2nx j=1 51nh(hvj/2x)

benader en door een pol ynoomin h van graad N

N
PN(A) = X, + x1>\ + ...+ xNA .



Dan gel dt nanelijk onder zekere voorwaarden

n {Ei u/2
p(E})o, (E}) = C Zo \T) quu(2|/AEi),

et Iu de p-de orde genodi ficeerde Bessel funktie en X = 1/8; zodat bij ge-

geven p dan o, en dus o kan worden ber ekend.

i
Na transfornatie, diskretisatie en gebruik van de euclidi sche norm

komen we op het vol gende probl eem

Bepaal een pol ynoom P|\ft) = % + xlt 4 oaa. * thN van graad N op het
interval [0,1] , zodani g dat
3 2
(1.1.3.6) ¢ _(xg,....%) = izo (£(t;) = Py(t)))

mnimaal is, waarbij m+ 1 het aantal diskretisatiepuntenis,

ti = i/m, i=20,...,m,
1 n
£(t) = —1— T 1/(sinh(hv,/2X(t)));
™A () 3=1 J
A(t) = 200k (4t+1); n = 15;
k = 8.61706510-5;
hv, = 0.09590;
hv, = 0.07956, i=2,3;
hv, = 0.1164, i=4,5,6;
hv, = 0.0761, i=17,8,9;
hv. = 0.0651, i = 10,11,12;
hv, = 0.0430, i = 13,14,15.

Wj kiezen m= 32

W bepal en de beste graad N al s vol gt. Ohder de aannane van eni ge
statistische veronderstellingen, geldt dat de variantie



2 _
o = ¢k(xo,...,xk)/(m-k—1)

onafhankelijk is van k, voor k 2 N.
In de praktijk betekent dit dat we 05 berekenen voor k = 1,2,...,

k < m- 1. Zolang 02 voldoende kleiner is dan 05, is Pk+| (t)een betere

k+1

benadering van f (t) en kennelijk is 02 nog afhankelijk van k. Als oi niet
meer voldoende daalt voor k > kl’ dan kiezen we N = ki’ (Zie ook FORSYTHE

C19571 en de daarin genoemde referenties.) Opgemerkt moet worden dat dit

niet een zeer efficiente benadering i s omdat m polynoom evaluaties nodig

zijn voor de berekening van cf, nog naast de oplossing van het optimali-
seringsprobleern. Dit is echter niet bezwaarlijk, omdat ons doel niet is het
gestelde probleem zo efficient mogelijk op te lossen, doch veeleer an de
problemen te schetsen die mem ervaart wanneer het met de voor de hand liggen-
de methoden wordt opgelost.

Noteren we voor zekere k = 1
F = (£(t), £(t,) et T
0’ 1hrey m
en
_ T

X = (xo,...,xk) ,

dan krijgen we voor (1.1.3.6)
T

(1.1.3.7) ¢(x) = (Vx-F)"~ (Vx-F),

waarbij V de zg. Vandermonde matrix is:

k
t0 e to
t tk

m m

Het is eenvoudig te bewijzen dat het minimum van ¢(x) &é&nduidig IS
bepaald door



d ——
ax $(x) = 0.

Dit leidt tot de oplossing van het lineaire stelsel net symetri sche posi -
tief definiete matri x:

(1.1.3.8) Vivx = V'F

Een dergelijke vergelijking staat nok bekend al s de normaal-vergelij-
ki ng behorend bij het overbepaal de lineaire stelsel W = F
Direkte toepassing van de in paragraaf 1.1.2. gegeven tabel |l en voor de
opl ossing van de vergelijking (1.1.3.8) leidt tot routines di e Cholesky's
met hode gebrui ken (tabel 2. W hebben dit geprogrammeerd op een aantal
ver schi | | ende mani eren.
1. Met gebrui k van de NUMAL:
a door eenvoudi g opl ossen van (1.1.3.8) net chldecsol2, waarbij vty
en VTF i n enkel e precisie worden berekend;
b. door eenvoudi g opl ossen van (1.1.3.8) net chldecsol2, waar bi | VTV
en V'F in dubbel e pr eci si e wor den ber ekend.
2 Met gebrui k van de | MBL:
door opl ossen van (1.1.3.8) net LEQT2P.
3. Met gebrui k van de NAG{FORTRAN) :
opl ossen van (1.1.3.8) met FO4ASF.
N.B. In de | MBL en NAG programmatheek worden de i nwendi ge produkten altijd
i n dubbel e precisie berekend, zodat een onderscheid zoal s bij NUMAL ni et
nmogel ijk is. Deze programma’ s worden gegeven in de bijl age, evenal s de
resul taten.
De vraag di e we ons kunnen stellenis: wat is de relatieve fout in de
ver kregen coéffici énten? De rel atieve fout in de opl ossing van het vier-

kante lineaire stel sel van orde n:

is evenredi g net:
(1.1.3.9) lsxl / Ixl ® «(A)g(n)e,

waar bi j e de machine-precisieis, g(n) een funktie di e af hangt van de orde

n en k(&) is het konditiegetal van de matrix A



(A = 1al 1a7h,

Beschouwen we de nmatrix van het stelsel (1.1.3.8) voor grote mdan
gel dt voor het (i,j)-de elenent:

T T i i i3
= L oge szttJdt=m/(i+j+1).
13 2o MHF
u=0
0

Dus VTV l'ijkt, afgezien van een konstante faktor m op het (k+1)-ste
segnment van de Hilbertmatrix. Het konditiegetal hiervan | oopt snel op bij
toenemende orde. (Voor orde 10 is het konditiegetal ongeveer 10+12).

Bij de gegeven machi ne-preci si e van 10'14 kunnen we dus op grond van
(1.1.3.9) wel konkluderen dat bij de orde 12 of 13 nogelijk geen enkel
cijfer in de resultaten neer zinvol is. Hoe ernstig dit in de praktijkis
blijkt ook uit de verschillenin resultaten van de programma's la en |b.
Hoewel de i n dubbel e precisie berekende matrix en rechterlid sl echts ongeveer
10'12 verschillen, is de een singulier bij orde 12 en de ander bij orde 13,
terwijl ook de varianties verschillen. In de beschikbare programrat heken
bestaat ni et de nogelijkhei d een bovengrens voor de fout te berekenen bij
Cholesky's nethode. Dt kan wel als we gaus-eliminatie gebrui ken en dus
geen gebrui k maken van de symmetrie, met behul p van de nuMaL. In de bijlage
wor dt een programra gegeven waarin de opl ossing van (1.1.3.8) net gauss-
elimnatie wordt berekend. Een a-priori bovengrens voor de fout wordt be-
rekend (deze is neestal vrij pessimstisch); als deze grens kleiner is
dan 1073 (ongeveer de relatieve precisie van de data) dan wordt het stel sel
gewoon opgel ost, anders wordt de opl ossing ook iteratief verbeterd en wordt
een ni euwe, realistische bovengrens voor de fout berekend. Het blijkt dat,
als de a-priori fout te groot wordt, ook iteratief verbeteren geen redelijke
fout grens neer geeft.

Een stabi el er wjze omde oplossing van (1.1.3.8) te berekenen is net
behul p van Househol der orthogonal i sati e. V& ontbi nden de natrix V.

V=

waar bij Qeen orthogonal e (m+1) x (k+1) matrix is en Reen (k+l) x (k+1)
bovendri ehoeksmatrix. Als V, en dus R niet singulier is krijgen we



(1.1.3.10) Bx = Q'F.

Deze oplossingsmethode i s equival ent net de berekeni ng van de

kleinste-kwadratenoplossing van het overbepaalde |ineaire stelsel
(1.1.3.11) Vvx = F.

Met behul p van tabel 3 konmen we tot de vol gende programa’s:
1. met NUMAL: opl ossing net |sqortdecsol;
2. met NAG opl 0ossing met FO4AMF.

Programma’ s en resul taten worden gegeven in de bijlage. Het blijkt dat
de coéfficiénten die we nu krijgen vol konen verschillen van di e wel ke we
ver kregen net Chol esky' s nethode (i n dubbel e | engte berekende matrix). Ook
breekt de berekening nu pas af bij graad 21 i.p.v. bij graad 13. De rel a-
tieve fout bij deze berekeni ng vol doet ook aan (1.1.3.9), maar nu voor het
stel sel (1.1.3.11) . Dus het konditiegetal is k(V) = /K(VTV) als we de spec-—
t raal nor m gebr ui ken.

Een net hode di e eveneens een kl ei nst e- kwadr at enopl osci ng ber ekent van
(1.1.3.11) kan worden verkregen net behul p van de singuliere waarden ont -
bi nding (zie sektie 1.2). Dit is nathenatisch equival ent met de berekeni ng
van

waar bi j V+ de pseudo-inverse is van | Het voordeel van deze nethode i s dat
hij ook stabiel is als de matrix i n de gegeven rekenprecisie niet van volle
rang is. Met gebruik van tabel 4 zien we dat de procedure solovr uit NUMAL
en de routine LLSQAR uit | MSL hi ervoor beschi kbaar zijn. Programma's en re-
sultaten zijn gegeven in de bijlage. Bij vergelijking van solovr met de
met Househol der orthogonal i satie uit de NUMAL verkregen resultaten blijkt
dat slechts de grootste coéfficientenin één a twee cijfers overeenstemmen.
De oorzaak van de probl enen die we hier signalerenligt in wezen bij
de wijze waarop wij het te bepal en pol ynoomrepresenteren. Wj schreven



Echter, de pol ynonen e

, p=20,1...,N, vormen ni et een vol doende on-
af hankel i j ke basi s voor de ruimie van pol ynorren van graad N voor wat
grotere waarden van N Dit is de oorzaak van de (nunerieke) afhankelijk-
hei d van de kolomren in de matrix V en dus van de sl echte konditie van V.

V¢ kunnen PN(t) represent eren net behul p van orthogonal e pol ynoren:

N
P(t) = ] xq (t),
N p=0 M
waar bi j qu(t),u = 0,1,...,N polynonen zijn van graad = N wel ke vol doen aan

m
izo q (t) qut) =0,  w#v,
#0, b= V.

De matrix van het stelsel lineaire vergelijkingendi e we op deze wijze
krijgen is een diagonaal natrix en dus is dit stel sel eenvoudig en op sta-
bi el e wi j ze opl oshaar. Voor een nadere beschouw ng over approxi natie van
funkties net behul p van orthogonal e pol ynonen zij verwezen naar FORSYTHE
[1957].

Het probl eemde coéfficiéntente bepal en van een pol ynoom Pn(t) zodat
rpn (cf. (1.1.3.6)) optinaal is blijft echter een slecht gesteld probl eem
ondat bij hoge graad, het verschil tussen twee pol ynonen Pl\ﬁt) en pl(t) op
een interval klein kan zijn, terwijl toch de coéfficiénten aanzienlijk ver-
schillen. Qplossing van (1.1.3.5) op een andere w jze dan door nddel van
pol ynoomfitten noet dan ook zeker worden overwogen.
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Bij lagen

"GEGIN® "COMMENT™ PRNOGRAMMA VUNR POLY OU' FITTING MET NORHAALVERG,
EN CHOLESKY DECU"'POSITTE, VOORBEELDPROGRAMMA VQUR GEBRUIXK IN HET
KADER VAN HET COLLOJUIU~ NUIERIEKE PROGRAMMATUUR, T60113, JBUS)

"PROCEDURE™ PUPVECCL,U,S,A,8); *CODE" 31030

"PROCEDURL" DUPHAT(LR,UR,LC,UC,A,B); "CODE* 31034
*PROCEDURE"™ DUPCOLVEC(L,U,J,A,B)y "CODEM 31034}

"REAL® “PROCEDURE® TAMMAT(L,U,1,J,A,B)y *CODEY 340143
*PROCEDURE® LNGTAIMAT(L,U,1,J,A,B,C,CC,0,DD)1 "CODE" 344143
"PRGCEDURE™ FULTAUYLC(LR,UR,LC,UC,A,B,C)1 "CODE® 31501;
"PROCEDJRE™ LUGFULTAMVEC(LP,UR,LC,UC,A,B,C); wCODE® 31506
"PROCEDJRE" CHLDECSOL2(A,N,AUX,B); "CODE" 34392

"INTEGER* N, M, H1y
His 153 Mis 323 Mlt=s M + |3
"BEGIN"
"REAL" "PROCEDURE™ F(T); "VALUE" T, *REaL" Ty
"SEGIN® "REAL" LABDA, PROLy "INTFGER" N
“REAL™ "PROCEDURE™ S1uH(X)3 “CODE™ 351113
LABOASS (T & 4 + 1) a K o 2003
PRNOD2= |y "FOR" Is= | »STEP® § =UNTIL™ n ®*DO"
PROD:= PROD / SINHGINUILLY # (LABDA » 2)))
Fiz PROD / (LABDA & Z =2 N)
*END® F

*REAL"™ "PRNCEDURE™ POL (N, X, T): "VALUE" NN, T

*INTEGER™ MNy "REalL* T. ®"ARRAYY X

"SEGIiN® "INTEGER" B "RCLAL" PRODt
PRODt= X[NN t 11g ®FOR® 3= NN *STEP™ ey PUNTIL® 1 *DC*
PRODt= PROD « T + X[I})s POL:= PROD

“END® PUL;

"PROCEDURE" OUT(BG, BV, COEF); PINTEGER®™ BG; "REAL" BY;
"AQRAY" COEFy
"BEGIN" "IMTEGER™ I
OUTPUT(TL, *("//,"("DE BESTE GRAAD IS ")® 27DB8,
"("IET VARIAMTIE ")",B,4D"+30B,//")", BG, 8Y);
OUTPUT(71, "(""("DE CCEFFICIENTEN 20N myw,/v)n),
"FOR"™ fi= 0 "STEP®™ | "UNTIL" 86 *DO0
OUTPUT(TY, "("22DG,iis,14D"+306,/")", I, COEF(I+1,8G6))
"END® OUT;

"INTEGER™ N4, I, J, BESTEGRAAD1, BESTEGRAAD?)

"BOQLEAN" SNG, SNGDp

"REAL"™ K, NRM, BESTEVAR}, BESTEVAR2; )
“ARRAY™ HNU[13M]), SIGHMAL, SIGHA2[1tMel), FFI1:M1), AUXI233),
COEF1, COEF2I1tM,18Mell, ALLEMI, 154), ATA, ATAD([1:Y,1:M),
ATF, ATFD([1:M)s

Kis B,617065"=5; SNGis SNGDiz "FALSE";

QUTPUTC(T1, "("/,"("CHULESKY DECGMPISITIE®)®,/m)n),

"EOR" Ig= 1 "STEP® 1 MUNTIL™ N *DO"

TWPUT(TO0, "(P/,4,5D"43003", HUI[T) Y,

"FOR™ Ig=x O "STEP®™ 1 PUNTIL® ¥ "0LO" FFIU] t 1138 F(I/M)y

"EOR" Ig= O "STEP®" § sUNTIL® W “DO"

"FOR® Ji= 0 "STEP® | PULTILY H - | #pQ"

AL % 1, J ¢ 1)s= "IF" J & @ "THEN" | "ZLSE™ "IF"™ T = 0 "THENY
0 "ELSE" (I/!) xx J}



MRMgs 0; "FOR"™ Jea ¢ "STEP" 1 "UNTIL" M "DO"
"FOR® Ji= 1| °3TLP® { "aTIL" I epg*
"BEGIN" "REAL™ L, DU, aAl, AaDI;
ATA[I, JVi= ATACLJ, Iliz AAl:= TAMAATC(L, M1, 1, J A, A);
LNGTAMMAT(1, M1, I, J, Ay A, 0, 01 D, DDy
ATADII, Jlt= avan({J, lli= AADI:= D t DDy
MRM3= MNRM ¢ (AALl r AADI) %% 2 & 2
"END® BEREKENING VAN NORMAALMATRIX:
NDUTPUTLTL,"("//,"("DISKREPANTIE TUSSEN NORMAALMATR, BEREMEND")*
/7," (" MET DUBBELE LENGTE LN ENKELE LENGTE 181 ")"B,2D"+2D,/")",
SQRT(NRM) )1

FULTAMVEC (1, H1, 1, M, A FF, ATF)s
LNGFULTAMVECCL, Mt, §, M, &, FF, ATFD)3
AUX([2)3= "ejt; BESTEGRAADI{ts BEGTEGRAADZEIZ |3
RESTFVARy 3= 3ELSTEVAK2:= "§00y
DUTPUT(TL,"("//,"("GRAAD VARIAUTIE]L VARIANTIE2™)",//")")s
"FOR® Nigs | "STEP"™ 1 mUNTIL™ H = { npOw
"BEGIN™ “INTEGER"™ Nty
"BOOLEA i" “PROCEDUJRE" CHOLESKY(HAT, N, AUX, B, SIG, COEF,
BG, BV):
"VALUE™ M; "INTEGEP"™ i, BGj "REAL® BV
"ARRAY" AT, AUX, B, SIG, CUEFs
"EEGINT CINTEGER" B3 "RLAL™ DEL, SG; "BOUOLEAN" 0K
PARRAY™ MAT{[fsil, s, BB{13N]
DUPHMAT (L, I, 1, Ny HATL, MATY}
DUPYEC(L, 0, 8G, B)s
CHLOECSUL2(™AT1, H, AUX, a3)l
CHOLESKY = OKg= AUX([3] = Np "IF"™ QK "THEN®
"GEGIH" DUPCOLVEC(1, N, "M, COFF, BB); DELI=s 03
"FOR" Ii= “"STEP™ § ®UNTIL™ M "DQ"
DELs= DEL + (POLCHN, B3, /%) = FFII t 1) = 23
SGi= SIGLHMN)t= DEL / (M e NN)y
DUTPUT(7L, "("B,4D"+3DB")", SG)3
*JF® SG < BV PanD"™ BV > "s8 "THEN®
"BEGIN™ BGt= NN BVim 3G "END®
PEND® "ELSE"
OUTPUT(T1, "("6B,"("s")",58n)")
"END® CHOLESKY)
Nies WM ¢ 1; OUTPUT(T1, "("BBZDBB")", NN);
wIFw FSHG PTHEN® .
SNG3= “CHOLESKY(ATA, Ni, AUX, ATF, SIGMAY, COEF}4,
BESTEGRAAD], BESTEVAR1);
"IF" ESNGD "THENM
SNGDg= “CHOLESKY(ATAD, Nt, AUX, ATFD, SIGHA2, COEF2,
BESTEGRAAD2, BESTEVAR2);
OQUTPUT(TL,"("/™)")
PIF® SNG "A[D® .SNGD "THEN® "GOTO"™ EXIT
YEND"™ LOOP1
EXET.  QUTPUT(TL, "("/,"("DE RESULTATEN IN EMKELE LENGYL ZIJNm)¥,
/7/")")s OUT(BESTEGRAADI, BESTEVaAZR}, COEF1)I
OUTPUTCTY, "("/,"("DE RESULTATE!N IN DUBBELE LENGTE ZIJN®")¥,
Z/")")y OUT(BESTEGRAADZ2, BESTELVARZ, COEFY)
"END"
"ENDH
" EQY"



CiHOLESKY DECOMPOSITIE

DISKREPANTIL TUSSEN NORHMAALMATP, BEREKEND

MET DUBBELE LENGTE EN ENKELE LENGTE

GRAAD VARIANTIEf VARTIANTIE2

XN ey :
W~ O OO NO U £ W

0189974003 ,1899"+003
B737"¢002 L8737"+002
«2875"4002 ,2875"+002
«6672"¢001  ,6672"+001
«1072"¢001  ,1072"+001
116374000 L,1163"4000
2 A234"e002 ,8234"e002
e3642"=003 ,3642"<003
094757005  ,9475"005S
+1565"e006 ,1348"=006
«1395"«007  ,1989"<007
08382"e009 ,2650"«007
* *

DE RESULTATEN IN ENKELE LeNGTE ZI JN

DE BESTE GRAAD I8 {2 MET VARIANTIE

DE

. pu

N D 004U EWN RO

COEFFICIEMTEN ZIJN
»,20325621710991"=004
+.10110341786336"«001
=, 37777232008877%¢000
+.53233122108854"+001
=,37871244083677"¢902
+.15177989467513"+¢003
»,34709818731717"+003
+e5B4936460623176"4003
+,79297719%6806768"+002
" 86429265074692"+003
+,12160326922579"+004
»,B0719541478130"+003
+.29741176470588"+003

DE RESULTATEN | N DUBBELE LENGTE ZIJN

DE BESTE GRAAD IS i1 MET VARIANTIE

DE COEFFICIENTEN ZIJIN

——

SO NS W—O

+,64687239912617"«004
*,29891835665251"=(01
++10716378772455"+001
»,14329765518802"+002
+.95149868189160"+002
~s34676099837787"¢003
+.084132374495675%+003
*,53114320944882"+003
»,95052137711083"4003
+.16897620880T60"+004
=,15871423872212"+004
+.63775820512820"+003

Is: 157012

«8382"=009

«1989%eQ07
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"BEGIN® "COAMENT™ PROGRAMMA VOOR POLYNOOM FITTING MET NORMAALVERG,
FM YEREKENING V&M DE FOUT, VOORBEELDPROGRAMMA VOOR GEBRUIK IN HET
KADER VAY HET COLLOGUIUM HUNERIEKE PROGRAMMATUUR, 760113, JBUS)

"PROCEDURE" DUPVEC(L,U,S,A,B); "CODE" 330303

"PROCEDURE" DUPMAT(LR,UR,LC,UC,A,B); "CODE" 31035;

*PROCELDJRE"™ DUPCOLVEC(L,U,J,4,8)5 "CODE" 31034y

“REAL® "PROCEDURE®™ TAMMAT(L,U,l,J A,8)1 "CODE"™ 34014y
"PROCEDURE™ FULTAMVEC (LR, UR,LC,UC,A,B,C)y "CODE® 31501
"PROCEDURE"™ GSSERB(A,N,AUX,RI,C1); "CODE" 34242)
"PROCEDURE® SOLELMCA, N, RI, CI, B); "CODE" 34061;
"PROCEDURE"® ITISOLERB(A,LU,H,AUX,RI,Cl,8); "CODE" 34253;

"INTEGER" N, M, M}
N3= 153 Mi= 323 Mz M ¢+ 1y
"BEGIN"
"REAL"™ "PROCEDURE"™ F(T); ®VALUE™ Ty "REAL™ T3
"BEGIN® "REAL"™ LABDA, PROD: "INTEGER" I}
"REAL® ®PROCEDURE® SINH(X)y "CODE" 351111
LABDA3= (T t 4 ¢ 1) & K & 2003
PRODg= 1t "FOR® I3z 1 "STEPN { "UNTIL" N *pO"
PRODt= PPOD / SINH(HNUIIY / (LABDA r 2))
F PROD ¢ (LABDA » 2 »x N)
"END" Fy

#REAL" "PROCEDURE" PGL (NN, X, T)3 "VALUE™ NN, T3

"INTEGER™ NNj "REAL"™ Ty "ARRAY" Xj

“BEGIN® PINTEGER" 13 “REAL" PRODy
PRODs= XINN ¢ 113 "FOR®™ I3z NN "STEP® _1 "UNTIL" | "DO"
PROD1s PRO3 # T + X[I]y POLgs PROD

*EVD2 POLj

"INTEGER"™ NN, 1, J, BESTEGRAAD)

"REAL" K, BESTEVARI

"ARRAY™ HNU{[1§N), SIGMA(1iMei], FFIftM1), AUX(03131,
COEF{L1sM,LsMel], AlfeML,18M), ATALI M, 13M], ATF (1 §M]

Kiz B8,617Q065"eS;

DUTPUT(71, "("/,"("GAUSSELININATIE MET FOUTBEREKENINGM")",/")")}
“FOR™ I3= 1 "STEP®™ | MUNTIL"™ N "DO"

INPUT(T0, "("/,+.,5D0m#3DM)", HNU[I));

“FOR® B3z 0 "STEP" § "uUNTIL"™ H "DO" FFII t {132 F(I/M)y

“EOR™ I3= O "STEP® | WUNTIL"™ Y »DQ"

EOR® J3= O "STEP® § mUNTIL® M w | *DO"

A[T &+ 3, J + f132 "IF" J e Q9 "THEN" 1 "ELSE™ "IF" I = O "THEN"
0 "ELSEn (I/M) xx J3

#FOR®™ Is3 1| "STEP™ 1 SUNTIL* M ®DO"

"FOR" X | *5TgPn 1 wynNTIL® 1 "DO"

ATA[I, JYs= ATALJ, 1li= TAMUATC(L, M1, I, Js A, A)}
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FULTAMVEC(E, M1, 1, My A FF, ATF)s
AUX[O0] s=aUX (2] 15 Mela; AUXI4Y:= 9 AUXIGY = "ei3s AUX([8) iz "eyy
AUX[10):= "eld; AUXI[12]:= 10; BLSTEGRAADs= 1; BESTEVAR3= "1001
OUTPUT(T71,"("/7, " ("GRAAD VARIANTIE FOUT")®,//")%),
“FOR" Nit= 1 "STEP" | "UNTIL"™ M = { "DO"
"BEGIN™ SIMTEGER"™ I, Ni; A
"ARRAY" MAT[1sMN+],18lN¢1]), BBI{ENNeL1]y
"INTEGER* ®"ARRAY® PI, CI[1tNN¢l]y
Nis= NM t 13 OUTPUT(7L, "("2RZD2B")", NNJj
DUPMAT(1, N1, §, N1, MAT, ATA)
DUPVECC1, Ny, 0, BB, ATF);
GSSERB(MAT, N3, AUX, R1, CI)s
PIF" AUX(3] = My "THEN®
"BEGIN" "INTEGER"™ 0 ; "REAL" DEL; "BOOLEAN® BOOL;
BOOLg= "FALSE®™; "IF"™ ABS(AUX[11]) € "3 "THEN®
SOLELM(MAT, Ny, RI, Cl, BB) "ELSE"
"BEGIN" ITISOLERB(ATA, MAT, Ni, AUX, RI, CI, BB)t
B800Ls= "TRUE"
"END";
DUPCOLVEC(t, Nt, NN, COEF, BB)s DELs= 03
"FOR" 1;= O *STEP™ § M"UNTIL" M "DO"
DELs= DEL t (POL(HN, BB, I/M) w FFII 4 1)) & 2,
SIGMA [HHT 3= DEL 7 (11 =« NM)y
OUTPHT(TL, "("2(Be,uD"4+3DB) )", SIGMA[MNI, AUXIL11);
"IF" SIGMAINN] < BESTEVAR *AND™ RESTEVAR » "®8 ®THEN®
"BEGIN" BESTEGRAAD$= NN; BESTEVARi=z SIGMA (NN] "END";
"IF® ABSCAUX([11]))>"e3 “THEN® OUTPUT(71,"(""("FOUTH)¥m)")
"ELSE" YIF™ BOOL "THEN®™ OUTPUT(TL,"(""("VERBETERDM")"™)"
Y3 OUTPUT(TL,® (" /")")
"END" "ELSE®
"BEGIN" QUTPUT(T1, "(""("SINGULARM)",/")")}
"GOTO® EXIT
"ENDY
"END" LOOP}

EXIT;, OJUTPUT(71, "("//,"("DE BESTE GRAAD IS ")",2ZDB8,

"("MET VARIAMTIE ")",5.4D"+3D8,//")", BESTEGRAAD, BESTEVAR)j
OUTPUT(71,"(""("DE COEFFICIENTEN ZIJN ™)*, /"))

"FOR™ Ig= 0 "STEP* 1 M"UNTIL" BESTEGRAAD "DO"

DUTPUT(T1, "("2/DB,B+,14D"+3DB,/™)", I, COEF[1+],BESTEGRAAD))



GAUSSELIMINATIE MET FOUTBEREKEMING

GRAAD

DE BESTE GRAAD IS $0 MET VARIANTIE

- -

O VOO UIE LI -

VARIANTIE FOUT
L189974003  ,8159"e011
LB73774002  ,4071"w0Q9
,2B75"¢002  ,2447"e007
2667274001  ,1196"=00S
L107274001  ,5186"=004

2116374000 =,1000"4001

LB8234"<002 o,1000"e001

p 364270003  »,1000"+001

L9U75"«00% «,1000"+001

L1334m<006  «,1000"4Q01
SINGULAR

DE COEFFICIENTEN ZIJN

[

SOWNTRHRPLPAONER O

+,189938224406328"«003
®,10815949482B08"+(Q00
+44232713966280U0%+001
*,62622320156673"+002
$447430079726619"+003
®,20921499171709"+Q04
+.571535288658972"+004
®8,98766178139398"+004
+210629019744653"+905
., 66298688492283"+G04
$419164412234273"+904

FouT
FQuUT
FOUT
FQUTY
FQUT

«1334%e 006
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"BEGINY "COMMENT™ PRNGRAMMA VUOR POLYHOOM FITTING MEY
HOUSF1{OLDER ORTHOGONALISATIE VOORJEELDPROGRAMMA TN HET
KADER VAN HET COLLOGUIUM HUMERILKE PROGRAMMATUUR,
760116, JBUSH

"PROCEDURE* DUPVEC(L,U,S,A,B); "CODE" $1030;

WPROCEDURE™ DUPMAT(LR,UR,LC,UE,A,B); "CODE" 31035;
"PROCELDURE" DUPCOLVEC(L,Y,I,A,B)1 "CODEY 31034
"PROCEDJRE" LSQORTDECSOL(A,N,M,AUX,DIAG,B) 1 "CODE" 34135y

'INTEGER" Ni M, Miy
N3z 155 M3= 323 Mlis M ¢+ |3
“BEGIN®
WREAL® "PROCEDURE® F(T); “VALUE® Ti "REAL" T3
“REGIN® "REAL"™ LABDA, PROD: "INTEGER" I3
"REAL"™ "PROCEDURE" SINH(X)s "CIDE"™ 351111
LABDAS= (T & 4 t 1) = K » 200y
PROD&= |3 "FOR™ I;= | 'STEP" | “UNTIL" N "DO"
PROD$= PROD / SINH(HNU(I) / (LABDA x 2))1
Fi= PROD / (LABDA » 2 xnx N)
"END" F3

"REAL" "PROCEDURE™ POL(HM, X, T)jp "VALUE™ NN, T)

"INTEGER"™ NN "REAL" T, "ARRAY™ X3

"BEGIN" PINTEGER" I3 "REAL" PRODg
PRCD$= XINN t 1)p "FOR"™ Ij= NN #STEP® e} "UNTIL®™ 1 "DO"
PROD¢= PROD &« T *+ X(l]3 POL3= PROD

TEND™ POL

WINTEGER™ NN, I, J, BESTEGRAAD: "REAL"™ &, DEL, BESTEVAR;
YARRAY"™ HWNU[13N], SIGHA({tiMei), FFl1341), AUX([2:S]r
COEF[ysMel, t13Meld, AT IML,15M)

K: 8,617065 a5

CUTPUTC(TY, "("/,"("HOUSEHOLDER ORTHOGONALISATIE™)",/")")»
"FOR"™ I3z § "STEP®™ § ®wynTIL"™ N "DJ"

INPUT(70s "("/,¢.5D"¢30")", HNU[I]);

WEQR" 3z O "STEP® { ®UNTIL®™ H "DO" FFII + 1132 F(I/M)y
"FOR™ Is= O "STER® 1 "HHTIL“ Y "DO"”DO"

" " = 0 "STEPN WONTIL® H = 1

A:?Rt f: J o+ 1)s= "%F' J ;LO WTHEN® { "ELSE® "IF" I = 0 "THEN®
0 "ELSE" (I/M) xx Jy

AUX(2)3:= veid; BESTEGRAAD:e 1) BESTEVARi= "100}
OUTPUT(TL,"("/7,"("GRAAD VARIANTIE ")",//")")1



WEOR™ NNt= 1 *STEP= g "UNTIL"™ M . { "DO*
"SEGIN® "IMTEGER™ Miy "REAL"™ SIGy
"ARRAY™ MAT 131, 110N & 1], BLIsMLIY,y DIAG{LIsNN+11;
N1tz NN t 1: OUTPUT(71, "("BBI2BR™)", NN);
DUPMAT (L, M1, I, t1, MAT, A)}
DUPVEC(1, "1, 0, B, FF);
LSQURTDECSOL (MAT, 4}, N1, AUX, DIAG, B);
"IFY AUXE3) = Ny MTHEN®
"BEGIN®™ DUPCOLVEC(1, W1, NN, COEF, B)3; DFLI1= Ot
WEOR® Ti= O "STEP® 3 MUNTIL® H "DO"
DEL:  DEL ¢ (PPL(NN, B, I/M) » FF{I + 1]) »x 2y
SIGs=s SIGMAINII 3= DEL / (M = NN)j
QUTPUT(T71, ("B, 4D"+3DB, /"), S16)t
"IFY SIG S BESTEVAR "AND" “(BESTEVAR < "eB)Y THEN®
“GEGIN® BESTEGRAADI= NN; BESTEVAR3= SIG "END"
"END" "ELSE"
"BEGIN" QUTPUT(T1, "(""(" SINGULAR ")",/™M1" 11
"GOTO" EXIT
"END"
YEND" LOOPy
EXIT: DJUTPUT(71, M("//,"("DE BESTE GRAAD IS ")",220B8B,
"W("MET VARIAMTIE ")", B,40"¢+3DB,//")", BESTEGRAAD, BESTEVAR)}
DUTPUT(T1, """ ("DE COEFFICIENTEN ZIJY ")",/")")y
"FOR" I3= 0 'STEPY { MUNTIL" BESTEGRAAD "DO*
OUTPUT(TL, "("22DB,B+,14D"+308,/")", I, COEFII¢+}{,BESTEGRAAD])
"END"
"END"
"EQP®



28

HOQUSEHOLDER QRTHOGONAL1ISATIE

GRAAD

VARIANTIE

+1899%¢003
873774002
+2875"%¢002
066724001
«1072"¢001
0116374000
98234"-002
36427003

1 9475%«005"

e1331"=006
+BBUB"=000
«2195"w011
1147014
«3760%e022
:2106"=022
«5524"«023
«1150%=023
«2109"=024
:2103%e024
o 1540"=024
SINGULAR

DE BESTE GRAAD |S

DE COEFFICIENTEN Z1JN

[N

~OO®STUIE WL O

1t

MET VARIANTIE

*",10155109781812"=004
+,10936783418512"=001
®,51852659376703"¢000
$.92733459962192"+001

w,85687861503618"+002
+,46830052193930"+003
®,16222954168652"+004

$.36837434798592"4+004

",55200421343648"+004

$45340394877381S"+004

”,31067080678311"+004

+.91148550670628"4+003

+8848"e009



PEEGIN™ M"COMMENT®™ PROGRA™MA VUOR POLYNOOM FITTING MET
SINGULIERE WAAPDEN DEKOMPOSITIE, VOORBELLDPROGRAMMA |N WET
KADEo vAN HET COLLOQUIUM NUMERIEKE PROGRAMMATUUR,

To0il6s JBUSY

"PROCEDURE™ DUPVEC(L,U,S,A,B); "CODE" 31030
WPROCEDURE" DUPMAT(LR, URILCIUCIAIB), "CODE" 31035!
"PROCEDUREY DUPCOLVEC(L,U,1,4,8)1 "CODE" 310341
"INTEGER" "PROCEDURE"™ SOLOVR(A,M,N,X,EM)1 "CODE" 342811

"INTEGER"™ N, N, M§
Ng= 151y v 323 MItS M ¢t |1
"BEGIN"
YREAL"™ YPROCEDURE™ F(T); "VALUE™ TI "REAL" T
"BEGIN" PREAL" LABDA, PRQD3 "INTEGER* Iy
Y"REAL™ "PROCEDURE® SINH(X)y "CODE™ 3Siils
LABDAS= (T = 4 ¢ |) = K x 200)
PRODS= {3 "FOR™ I;= | PSTEP™ | MUNTIL" N *DO*
PROD$= PROD s SINH(HNUII) , (LABDA x 2))1
Fi= PROD / (LABDA » 2 =« N)
"END" F3;

"REAL™ "PROCEDURE®™ POL(NN, X, T}t "VALUE" NN, T3

"INTEGER™ NNj; "RFAL" TI "ARRAYN X3

"BEGIN" ™INTEGER" 13 "REAL™ PROD)
PRODs= XINN t 113 VOOR" I3= NN "STEP" e§ “UNTIL"™ 1 "DO"
PRODI® PROD ¢ T t X(I)1 PQOL§= PROD

*END" POL}3

"INTEGER™ NV, 1, J, PRESTEGRAAD) "REAL™ K, DEL, BESTEVAR;
"ARRAY" HNU[13N), SIGHA[1iMa1]}s FFLLIMI), AUX[03T),
COEF[1sM,s1sMel), AL1IHI,13M])

K:z 8,617065"«5;

OUTPUT(Tt, "("/,"("SINGULIERE WAARDEN ONTBINDING™)",/")"),
"FORN I;: 1 "sYEr’" 1 HUNTILH \J "Do"

INPUT(T0, "("/+4.50"43D")", HNU([I]))}

"FORM™ B ;=& "STEP™ | "UNTIL"™ M "DO" FFI] ¢ ()= F(I/M)y

"FOR" I;= 0 "STEP" { "UWNTIL®™ M "DO"

"FQR® Ji= O "STEP™ { e*ulTIL" M =~ § "DO"

ACI 4 1, J t t)ass "IF" J = 0 "THEN®" 1 "ELSE"™ PIF" 1 = 0 ®THEN"®
0 "ELSE" (I/M) &+ J1

RESTEGRAADS= {3y KESTEVAR:= "100;

AUX[0) = "wll; AX[2):3 "mi23 AUX{4)33 10 % M3 AUXI[6lj3z "=iQy
NUTPUTLTL, " ("/7," ("GRAAD VAPIANTIE ") ,7/")" )}



"FOR™ NNtz 1 "STEP" { "UNTIL" M = { *DO®
"BEGIN® MINTEGER"™ N{j "REAL" SIGy
"ARRAY" MATL18M1,180% ¢ 1), Bl1sMi)y
N13s NN + {; OUTPUT(71, "("BBZDEB™)", NNI.
DUPMAT(1, Miy 1, N1, MAT, A)s
DUPVEC(1, Mls 0, B, FF)y
"IF® SOLOVR(MAT, M1, Ni, B, AUX) = 0O "THEN®"
"BEGIN" DUPCOLVEC(1, N1, NN, COEF, B)j DEL: 0%
"FOR® Iz= 0 “STEP®™ | WUNTIL® M wDO"
OELi= DEL + (POL(NN, B, I/M) e FF(1 + 1]) *x 21
S161= SIGMA (NNl 3= DEL / (M r NN}y
OUTPUT(Tt, "("B,&D"+3DB,/")%, SIG))
"IF® SIG < BESTEVAR "AND"™ BESTEVAR I "eB "THEN®
"BEGIN® BESTEGRAADI= NN; BESTEVAR3=z SIG "END®
"END" "ELSE*
*BEGIN® OUTPUT(71, "(""("™ FAILED ")"/")")
"GOTO" EXIT
"END"
"END® LOOPy
EXIT: QUTPUT(T1, "(*"//,"("DE& BESTE GRAAD IS ")",21D88,
"("MET VARIANTIE ")", B8,4D"+3DB,//")", BESTEGRAAD, BESTEVAR)
DUTPUTCT1, “(""("DE COEFFICLENTEN ZIJN ")",/™)" )y
"FOR® I3= 0 "STEP" { nuUNTIL® BESTEGRAAD "DO"
OUTPUT(71, "("2ZDB,B+,14D"+308,/")", 1, COEFII+i,BESTEGRAAD])
"END"
'END"
"EQP®



SINGULTERE WAARDEN ONTBI''DING

GRAAD

DE BESTE GRAAD IS {2 HET VARIANTIE

YARIANTIE

«1899"4003
WBT73T"¢002
«2875"¢002
667274001
01072"+001
e1163%"¢00u0
082}“"'0‘)?
e 3682"=0y3
29475005
2 1331"e006
«1810"=006
«1414"e008
«1876"=010
.1290"«013
«2818"«0}3
05267%"e013
05294 w01t
«3054%«009
674b"e012
«2923"w010
«1356"«010
+3835"«010
«1596"=009
«9124"=010
248097010
«1403"«010
22579"«010
«1389"0009
«1525"%009
«1382"009
09923"=009

DE COEFFICIENTE: ZIJN

VE®NCTNEWN—O

+.27812738886800"wy04
- 38333024389270" (02
+,31983173288792"=001
+.908635047768289"+¢00
« 16170007065588%+)02
+,11009134964974"+003
" 4051607334433 ¢+y03
+.68019192945630"4y03
", 11206886139563"+(04
+.71403872026785"+403
+.84944449137310%4001
~e3010233599325474003
4420725213510816"4003

«1414%e008
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10

10

10

10

SUBROUTINE DUPVEC(L, U, 4, B, N)

COPIEERT DE VECTOR IN ARRAY B(L ,, U} NAAR DE VECTOR IM
ARRAY A{L 44 U)

INTEGER L, U

REAL A(N), B(N)

DO 10 0 =L, U
A(l) = B(])

RETURN

END

SUBROUTINE DUPCV(L, U, J, A&, B, R, CI

COPJEERT DE VECTOR B(L ,, U) HNAAR DE KOLOM VECTOR IN ACL «o Us J)
INTEGER Ly Uy, J, Ry C

REAL A(R, C)y B(R)}

DO 10 K = L, U
A(Ky J) = B(K)

RETURN

END

SUBROUTINE DUPMAT(LR, UR, LC, UL, A, B, R, C)

COPJEERT DE MATRIX IN ARRAY B(LR e« UR, L{ o» UC) NAAR DE MATRIX
IN ARRAY A(LR ,, UR, LC ,, UC),

INTEGER LR, UR, LC, UC, R, C

REAL A(Rs C)y B(R, CI

INTEGER ROW, COL

DO 10 ROW = LR, UR
DO 30 CcOL = LC, UC
A(ROW, COL) = B(ROW, COL)
RETURN
END

REAL FUNCTION F(T)
Di TE BENADEREN FUNCTIE,

COMMON M N K, HNU
REAL K, HNU
DIMENSION HNU(15)

REAL LABDA, PROD

REAL SINH
SINH(X) = (EXP(X) + EXP(wX)) * TANH(X) ¢ 2

LABDA r 200 * K » (4 « T t {)
PROD = 1,0
g 100 31|, N
PROD & PROD / SINH( HNU(I) 7/ (2 ® LABDA) )
F 3 PROD 7/ ( @ xx N o LABDA)
RETURN
END



SUBROUT I NE INIA(A, M, M])

DE yANDERMONDE MATRIX WORDT IN ARRAY A OPGESLAGEN
REAL A(MLI, M)

MMING = M o |
DO 10 1 = i, Mi
A(I, §) =2 10
T = (I « §) 7 FLOAT(M)
DO 06 J = {, MMIN}
ACI, Jt §) =T #«« J
CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE INIFF(FF, M1)

DE VECTOR VAN FUNCTIEWAARDEN IH DE DISCRETISERINGSPUNTEN WORDT IN
ARRAY FF OPGEBORGEN.

REAL FF (M)

COMMON M, N, K, HNU(1S)
REAL K, HNU

DO 10 I =1, My

FF(I) = FC (1 « 1) /7 FLOAT(M) )
RETURN
END

REAL FUNCTION POL(N, X, T, M)

BEREXKENT VOOR ARGUMENT T HET POLYNOOY VAN DE GRAAD N MET
COEFFICIENTEN IN ARRAY X

REAL X(M)

Pr X(NHEI)
DO §0 I = |, N

P5P 2T 4+ XN+ =o])
POL = P
RETURN
END



PROGRAM POLFITI(INPUT,OUTPUT)

F1T EEN PLOYNOOH NET EEN KLEINSTE KWADRATEN OPLOSSING VAN

1.3,11 MET BEHULP VAN SINGULIERE WAARDEN ONTBINDING DDOR AANROEP
VAN LLSQAR UIT IMSL,

POLFITY ROEPT DIRECLTY OF INDIRECT DE VOLGENDE SUBROUTINES CF
FUNCTIONS AAN 1

DUPVEL, DUPCV, DUPMAT, F, INIA, INIFF, POL (ZIE VOORAFGAANDE),
GRAADY}, LSTSG@1 (ZIE VERVOLG),

LLSGAR (UIT IMSL),

HET PROGRAMMA VERWACHT DE GETALLEN HNY ALS INVOER,

(s XaleNoXeXaXaNaXe)

COMMON M, N, K, HNU(LS)

REAL A(33, 32), COEF(33, 33), SIGMA(32), HNU, K, FF(33)
INTEGER DEGREE, DEGREEL

EXTERNAL GRAAD1
INTEGER GRAAD}

Ma 32 $M Mg+ $ N & 1§
K = B,617065EeS
DO 10 I =1, N
10 READ &, HNU(I)
CALL INIA(A, M, M)
CALL INIFF({FF, M1)
DEGREE = GRAAD1(A, FF. SIGWA. COEF, Y. M1)
DEGREEY = DEGREE N §
PRINT 100
PRINT $20, DEGREE
PRINT 130, SIGMA(DEGREE)

PRINT 140
DO 20 1 = |, DEGREE

20 PRINT {50, COEF(I, DEGREE)

100 FORMAT("1POLYNOOMeFITTING, KLEINSTE KWADRATENQPLOSSING,",
C "SINGULIERE WAARDEN ONTBINDING HET LLSQAR UIT IMSL.")

120 FORMAT("OGRAAD ; M.14, /)
130  FORMAT(" VARIANTIE ", E24,14,/7)
140  FORMAT("™ COEFFICIENTEN § "/)
150 FORMAT(E24,14)
END



SUBROUT I NE LSTSQ1(MAT, No B, SIG, COEF, M» M1)

c BIJ GEGEVEM GRAAD WORDT EEN KLFINSTE KWADRATENOPLOSSING MET
¢ LLSGAR BEREKEND, EN DE GIJBEHOREMNDE VARIANTIE,
REAL MAT(M1, M), B(M1), SIG(M), COEF(Mi, M1)
REAL A(33,.32), FF(33), WKAREA(1300)
N{ =2 N ¢ |
CALL DUPMAT(1, Mi, 1, Nl, A, MAT, M{, M)
CALL DUPVEC(t, M, FF, B, M)
CALL LLSGAR(CA, FF, M1, Ni, 1. M1, M1, t4, WKAREA, IER)
DEL = 0,0
Do 10 0 = 1, Mt
Tz (] = {) 7/ FLOAT(M)
10 DEL = DEL t ( POL{N, FF, T, M) = B(])} | ®=x |
SIG(N) = DEL 7/ ( M e N}
RETURN
END

INTEGER FUMNLTION GRAAD)(MAT, B, SIG, COEF, M, M1)
C BEPAALT DE BESTE GRAAD.
REAL MAT(MI,M), B(M1), SIG(M), COEF(M{, Mi)}

MMINI =2 M » 1
DO 10 UN ® 1, MMINt
CALL LSTSGL(MAT, NN, 8, SIG, COEF, M, M1)
IF ( NN LEQ, | ) 60TO 10
IF ( SIGCNN) LT, SIG(NN » §) I GOTO 300
BRAADL = NN o I
RETURN
100 IF ( SIG(NN} ,GT, 1E=B) GOTO 10
GRAADY = NH
RETURN
10 CDYTINUE
GRAAD = MMINL
RETURN
END



POLYNOOMeFITTING, KLEINSTE KWADRATENOPLOSSING,SIMNGULIERE HAARDEN
ONTBINDING MET LLSOAR UIT 1ImsL,

GRAAD 3 11
VARIANTIE 3 .884B9571586134E=09
COEFFICIENTEN 1t

=,10155166581505E=04
.10936788593793E001
«,51852668796986E400
«92733465701235E+01
«,856B7862303937E402
L46830051658639E403
»,16222953894616E404
L 36837434240242E404
*,55200420734602E4+04
,53403948433599E404
»,31067080594B829E+404
«91148550654053E403

PROGRAM POLFIT2(INPUT,OUTPUT)

FIT EEN POLYMOOM MET EEN KLEIHSTE KWADRATENOPLOSSING VAN
143,11 HET DEAULP VaN FouaMF UIT NAG,

POLFIT2 ROEPT DIRECT OF INDIRECT GE VOLGENDE SUBROUTINES OF
FUMCTIONS AAN

puPCY, Fo INIA, IHIFF, POL (ZIE VOORAFGAANDE),

LSTS02, GRAAD2 (2lE VERVOLG),

FO4AMF (UIT NAG).

HET PROGRAMMA VERWACHT DE GETALLEN HNU ALS INVOER

COMMON M, N, K, HNU(1S)

OO0

REAL A(33, 32), COEF(33, 33), SIGMA(32), HNU, K, FF(33)
INTEGER Ms Ny 1, DEGREE, DEGREE}

EXTERMAL GRAAD2
INTEGER GRAADR

Mz 32 S M a3He+ $ N=® 1S
K r 8,617065E=8
DO §0 1 = 14 N
10 READ ~, HNU(I)
CALL INIA(A, M, M})
CALL INIFF(FF, M1}
DEGREE = GRAAD2(A, FF, S1GMA, COEF, M, H1)
DEGREE! = OEGREE ¢
PRINT 100
PRINT 120, DEGREE
PRINT 130, SIGMA(DEGREE)
PRINT |VO
DO 20 1 = 1, DEGREEY
20 PRINT 150, COEF(I, DEGREE)
100 FORMAT ("1POLYNOOMeFITTING, KLENNSTE KWADRATENOPLOSSING,",
C " FQUAMF UIT_HAG,")
120 FORMAT("OGRAAD2 1 ",14, /)
130 FORMAT(™ VARIANTIE ", E24,14,/7)
140 FORMAT(™ COEFFICIENTEN § ®/)
150 FORMAT(E24,14)
END



10

100

200

200
250
100

10

LOGICAL FUNCTION LSTSG2(4AT, N, B, SIG, COEF, M, HI)
REAL MAT(M1, M), B{M), SIG(H), COLF(4i, M})

REAL A(33, 32), ALPHA(32), E(32), Y(32), 2(32), R(32), FF(33)
INTEGER IPIV(32)

ETA = 2,0 *x (»47)

IP = XFAIL 2 S Nt = N # §

CALL FO4AMF(MAT, M1, FF, M1, B, M{, 41, N1, IP, ETA, Ax Mi.
C ALPHA, Eo Y, Zo R, IPLV, IFAIL)

1F ( IFAIL LE@, 1 1 GOTO 100

IF ( IFAIL 4EQ, 2 ) GOTO 200

IFALL ,EQ, 0 &
CaLl DUPCV(1, Ni, N, COEF, FF, M1, M1)
DEL = 0.0
DO 30 1 i- 1, Mt
T = (] e §) 7/ FLOAT(M)
DEL = DEL + ¢ POL(N, FF, T, M) = B(I) ) %x 2
SIG(”) = DEL / (M =
LST582 & ,TRUE,
RETURN

IFAIL ,EQ, 1t

PRINT &, "SINGULIER VOOR GRAAD2 1 "¢ N
L§T502 = .FALSE,

RETURN

IFAIL #EB, 2 1

PRINT *, 'GEEN POGING OPLOSSING Y& YINDEN, GRAAD 1", N
LSTsG2 = ,FALSE,

RETURN

END

INTEGER FUNCTYION GRAAD2(MAT, B, SIC, COEF, M, M}
REAL MAT(M1,™), B(M1), SIG(M), COEF(M1, M})

EXTERNAL LSTSQ2
LOGICAL VAROK, LSTS@2

MMINL = M « 1

D3 §0 NN 5 1, MMINY
IF ( LSTSQ2(MAT, NN, B, SIG, COEF, M, M1) ) GOTO 100
GRAAD2 = NN ® 1
RETURN
GRAAD2 & NN
RETURN
IF ( NN LEG, 1 I GOTO 10
IF ( SIG(NN) ,GE. SIG(NN=t) ) GOTO 200
IF ( SIG(NN) LLE, 1E=8 ) GOTO 250
CONTINUE

GRAAD2 & MMIN{

RETURN

END



POLYNOOM-FITTING. KLEINSTE KWADRATENOPLOSSING, FO4AMF UIT NAG

GRAADZ 1t
VARIANTIE 288478836046671E09

COEFFICIENTEN 1t

®,10155114131025E«04
210936779934B852E«(
®,51852648136585E400
092733445522349E+01
*,85687851639230E402
»46830048145521E+403
w,16222955109401E+04
»36837432988473E+04
©,55200419331245E+04
+S340394737124TE+04
»,31067060121878E+04
«91148549712100E403



OO0O0OTTON0OO0

10

20
100

120
130
140
150

20
10

PROGRAM POLFIT3I(I:PUT,0UTPUT)

FIT EEN POLYHNODM DNQR CL CRMAALVERGELIJXING 1,.,3,8 MET
CHOLESKY'S HMETHODE OP TC LOSSEN MLT BEHULP vAaN LEGT2P UIT IHMSL,
POLFITZ RUEPT DIRECT OF INDIRECT DE VOLGENDE SUBRQUTINES OF
FUNCTIONS AAN:

DUPCV, DUPVEL, INIA, INIFF, F, POL (ZIE VOIOQRAFGAANDE),

GRAAD3, CALSXY3, INIATF (Z1E€ VERVOLG),

LEQT2P, VTPROF (UIT IMSL),

HEY PROGR MMA VERHACHT DE GETALLEN HNU ALS INVOER,
COMMON M, N, K, HHU(IS

REAL A(33, 32), ATA(S528), ATF(33), COEF(32, 32}, SIGMA(32),
HNU, X, FF(33)
INTEGER DEGREE, DEGREEY, UB

EXTERNAL GRAADS3
INTEGER GRAAD3

M= 32 8§ Ml =2 M ¢ 1
UB s M a (M ¢+ 1) /7 2
K= 8,617065E~%
DO 16 1 =1, N
READ &, HNU(I)
CALL IMIA(A, M, M})
CALL INIFF(FF, HI)
CALL VTPROF(A, M1, M , Hl, ATA)
CALL INIATF (A, FF, ATF, M, HM1)
DEGREE = GRAAD3(ATA, ATF, SIGMA, COEF, M, M}, FF, UB)
DEGREEY ® DEGREE t 1
PRINT 100
PRINT 120, DEGREE
PRINT 130, SIGMA(DEGREE)
PRINT 140
Do 20 I = 1, DEGREE1Y
PRINT 150, COEF(I, DEGREE
FORHMAT("I{POLYNOOMaFITTING, NORMAALVERGFLIJKING EN CHOLESKY"®,
" ONTBINDING, LEQT2P UIT IMSL."™, /)
FORMAT("OGRAADI 1 ",I4, /)
FORMAT(™ VARIANTIL 3", E24,14,/7)
FORMAT(" COEFFICIENTEN § "/)
FORMAT(E24,14)
END

$§ N & {5

SUBROUTINE INIATF(A, FF, ATF, M, HI)
REAL A(ML, M), FF(M{), ATF(M)

DOUBLE PRECISION SUM

b0 (0 I =1, M
SUM = 0,001
bo 20 J =1, M
SUM = SUM « DBLE( A(J,I) ) * DBLE( FF(J) )
ATF(I) = SUM
RETURN
END



LOGICAL FUNCTION CHLSKY3(HAT, N ATF, SIG, COEF, N, M}, FF, UB)
INTLGLQ UB
REAL MAT(UB), ATF(M), SIG(M), CDEF(M, ), FF(H1)

REAL BR(321, WKAREA(S592)
INTEGER IDGT, IER, I, N}
LOGICAL OK

N = N ¢ 1
CALL DUPVEC(1, Ni, BB, ATF, M)
CALL LEQT2P(MAT, 1, Ni, M, BB, IDGY, DI, D2, WKAREA, lER)
CHLSKY3 = 0K = ( JER ,NE, 129 ) .AND, ( IER ,NE, 130 )
IF { NOT. OK ) RETURN
CALL DUPCVYV(Y, N1, N, COEF, BB, N ™)
DEL = 0,0
DO 0 0 = i, M}
T ¢« (1 » 1) / FLOAT(M)

10 DEL = DEL +# ¢ POL( No BB, Ty M) e FF(]) ) #a 2
SIG(N) s DEL 7 (M = N)
RETURN
END

INTEGER FUNCTION GRAAD3I(MAT, B, SIG, COEF, Ho M}, FF, UB)
INTEGER M, H1, UB
REAL MAT(UB), B(M), SIG(M), COEF(M,M), FF(M1)

EXTERNAL CHLSKY3
LOGICAL CHLSKY3

INTEGER NN, MMINi
LOGICAL VAROK

MMINi = M e {
DO 10 NN = {, MMINt
IF ¢ CHLSKY3(MAT, NN, B, SI1G, COEF, M, M1, FF, UB) )} GOTO 100

200 GRAADY = NN e §
RETURN
250 GRAAD3 0 NN
RETURN
100 IF € NN ,EQ, § ) GOTO 19

IF ( SIGINN) ,GE, SIG(NNel) ) GOTO 200
IF ( SIGENN) ,LE, 1Ee3 ) GDTO 250
10 CONTINUE
GRAAD3 = MMIN}
RETURN
END



PULYNOOMeFITTING, NORMAALVERGLLIJKING EN CHOLESKY ONTBINDING, LEQT2P
UIT IMSL,

GRAAD3 ¢ 1t
VARIANTIE 4553655219993 26E=08
COEFFICIENTEN 3

L43820332073484E-04
", 1565277266921 1601
JH4B992303401633E400
®,53987976113787E401
.2UBOB3567BI310E+02
=,23290338480592E+02
*,24760564350372E+403
W11973184247179E+04
*,26148523440469E+04
. 32232572878527E+04
*»,22317281120634E+04
«754B8348328084E+403



PROGRAM POLFIT4(INPUT,QUTPUT)

FIT EEN POLYNOOM DOOR DL {IORMAALVERGELIJKING 31,3,8 NET
CHOLESKY'S METHODE OP TE LOSSEN MLT BEHULP VAN FO04ASF UIT NAG
POLFIT4 ROEPT DIRECT OF INDIRECT DE VDLGENDE SUBROUTINES OF
FUNCTIONS AAY:

DUPCV, INlA, INIFF, POL (ZIE VOORAFGAANDE),

CHLSKY4, GRAAD4, INIATAF [ZLE VERVOLG),

FOICJF, FOICKF, FQU4ASF (UIT NAG).

HET PROGRAMMA VERWACHY DE GETALLEN HNY ALS INVOER

COMMON H, N, K, HRU(15)

REAL AC(33, 32), ATA(32, 32), ATF(32), COEF(32, 32), SIGMA(32),
c HNU, K, FF(33)
INTEGER DEGREE, DEGREE1

(aleNaleNaRaNsXe]

EXTCRNAL GRAADY
INTEGER GRAAD4

Me 32 § ML aMHg¢ $ N s 5
K = 8,617065EeS
DO 1001 =1, N
10 READ *, HNU(I)
CALL INIA(A, M, M1)
CALL INIFF(FF, M1)
CALL INIATAF(A, ATA, ATF, FF, M, HI)
DEGREE r GRAADU(ATA, ATF, SIGMA, COEF, M, Mi, FF)
DEGREEY = DEGREE ¢ 1§
PRINT 100
PRINT 120, DEGREE
PRINT 130, SIGMA(DEGREE)

PRINT 140
DO 20 1 = {, DEGREE}

20 PRINT 150, COEF(I, DEGREE)

100 FORMAT("{POLYNOQMeFITTING, NORMAALVERGFLIJKING EN CHOLESKY®,
C " ONTBINDIMG, FOUASF UIT NAG,")

120  FORMAT("OGRAADE § *,14, /)
130 FORMAT(" VARIANTIE 1", E24,14,7)
140  FORMAT("™ COEFFICIENTEN { "/)
150  FORMAT(E24,14)

END

SUBROUTINE INIATAF(A, ATA, ATF, FF, 4, HI)
REAL A(M1, M), ATA(M, M), ATF(M), FF(H3)

REAL AT(32. 33), 2(1)

IFAIL_ = 0
CALL FOICJF(AT, A, M, M{, 0, IFAIL)

CALL FOLCKF(ATA, AT, A, M, H, My, Z, §, 1, IFAIL)
CALL FOICKF(ATF, AT, FF, 1, 1, M1, Zs 1, 1+ IFAIL)
RETURN



100

200

C
300

10

200
250
100

10

LOGICAL FUNCTION CHLSKY4(MAT, N, B, S16, COEF, M, Mis FF)

REAL MAT(M, ™), B(M), SIG(M), COEF(M, M), FF{MI)
REAL SOL(32), WKi(32), WKa(32), DEL, T

NI = N ¢}

IFAIL = 1

CALL FO4ASF(MAT, M, B, NI, S0L, WK{, WK2, IFAIL)
IF { IFAIL = { ) 300, 200, }00

IFAIL ,EQ, 2 3
PRINT &, "MATR
CHLSKY4 = FAL
RETURN

{X TE SLECHT GECONDITIONEERD, GRAAD 3%,
SE.

IFAIL ,EG, I ¢

PRINT r, “MATRIX NIEY POSIVIEF DEFINIET, GRAAD % ", N

CHLSXY4 = ,FALSE,
RETURN

1FALL ,EQ, 03 AANROEP WAS SUCCESVOL,
cHLSKY4 = ,TRUE,
CALL DuPCv(s§, Ni, N, COEF, S0L, My M)
DEL = 0,0
DO 10 1 = 1, M!

Tr (I =) 7/ FLOAT(M)

= ¢ POL( N, SOL, Ty M) ® FF(I) ) wx 2

st (A5 ==pRFY, * 8 SOk Ne SOLe
RETURN
END

INYEGER FUNCTION GRAAD4(MAT, B, SIG, COEF, M, M}, FF)
INTEGER M, M1
REAL MAT(M,M), B(M), SIG(M), COEF(M,M), FF(M1)

EXTERNAL CHLSKY4
LOGICAL CHLSKY4

INTEGER NN, MMIN1

MMING = M » |
DO 10 NN = 1, MMINY

IF ( CHLSKY4(MAT, NN, B, SI1G, COEF, M, M1, FF) ) G070 100

GRAADY 8 NN e |

RETURN
GRAAD4 t NN
RETURN
SF ( NN LEG, 1 ) GOTQ 10
IF 2 SIGCNN) .GE. SIG(NNel) ) GOTO 200
IF ( SIG(NN) L LE, 1E=8 ) GOTO 250
CONTINUE

GRAAD4 = MMIN{

RETURN

END

N



POLYNOOMeFITTING, NORMAALVERGELIJKING EMN CHOLESKY ONTBINDING, FO4ASF
UIT NAG.

GRAADY § 11
VARIANTIE i .55365522163548E08
COEFFJCIENTEN 1

243820332(07348UE-0Q
e, 1565277286921 1E=01
,48992303401633E400
~,53987976113787E+01
,24B98356789310E+02
v,23290338480592E+402
. 20760564350372E403
D11973184247179E4+04
v, 261UB523440469E+04
+32232572878527€E+04
-,22317281120634E404
«7548834832808UE+03









1. LINEAIRE ALGEBRA

1.2. Het eigenwaardsnprobl eem en de

singul i ere waarden ontbi ndi ng

door DT. Wnter
(Mat hemati sch Centrum



121 Inleiding

Evenal s voor het onderwerp |ineaire stel sel s bestaan er ook voor het
ei genwaar denpr obl eemen de si ngul i ere waar den ont bi ndi ng goed geanal yseer de
algoritnen. V& zull en bekijken wat de programrat heken ACOULI B (ALGCL 60 en
FORTRAN) , | MBL (FORTRAN), NAG (ALQL 60 en FORTRAN) en nNuMmaL (ALGOL 60) ons
op dit gebied te bieden hebben. Tevens zul | en we, omneer inzicht in de
si ngul i ere waarden ontbi nding te verkrijgen, het probl eemaangeroerd bij
het onderwerp lineaire stel sels met deze ontbi nding trachten op te | ossen.

Ter verduidelijkingis bij alle programmatuur uit ACOULIB nmet een A
(ALGL 60) of een F (FCRTRAN) aangegeven voor wel ke taal de betreffende
routi ne geschikt is. I'n de NAG programmat heek kont iedere routi ne twee naal
voor, voor beide programeertal en eenmaal, dit is aangegeven door een A of
een F aan het eind van de routi nenaam W]j hebben deze routines overal
sanengenoren door de |aatste letter te vervangen door A/F. Zo staat
FO2AXA/F voor de twee routines FO2AxA (ALGL 60) en ro2axrF (FCRTRAN).

1.2.2. Qverzi cht beschi kbare progranmat uur voor het ei genwaar denpr obl eem

V¢ beschouwen het (gegeneral i seerde) ei genwaar denpr obl eem

(1.2.2.1) Ax = ABx,

waarbij A en B gegeven n bij n matrices zijn, x een n-vector is (een eigen-
vector) en A een scalar is (een eigenwaarde). Het is bekend dat vergelijking
(1.2.2.1) n eigenwaarden heeft, die echter niet noodzakelijk verschillend
zijn. Heeft deze vergelijking verder n |ineair onaf hankelijke ei genvectoren,
dan noerren we de vergelijking niet-defect. In het defecte geval heeft de
vergel ijking dus nminder dan n |ineair onafhankelijke ei genvectorenenis in
feite inconpl eet.

Het ei genwaar denprobl eemi s het probl eem<én of neerdere ei genwaar den
en/of ei genvectoren van (1.2.2.1) te berekenen.

Aangezi en er geen programmat uur beschi kbaar is voor defecte vergelij-
ki ngen beperken we ons tot de niet-defecte vergelijkingen. In de vol gende
geval len is van te voren bekend dat de vergelijking niet-defect is, in
andere gevallen is dat niet of noeilijk te bepal en:

a) Areéel symmetrisch, Breéel symetrisch en niet singulier;
b) A conplex hermtisch, B conplex hermtisch en niet singulier;
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(B mag dus in beide gevall en de eenhei dsnatrix zijn).
V¢ gaan nu het probleemuitsplitsenin het gewone ei genwaar denpr obl eem
waarbij B de eenheidsmatrix is.

(1.2.2.2) Ax = ix

en het gegeneral i seerde ei genwaar denpr obl eem net B ongelijk aan de een-
hei dsmat ri x.

1.2.2.1, Het gewone eigenwaardenprobleem

V¢ hebben de beschi kbar e programmat uur onder gebracht i n een aant al
tabel l en. Tabel 1 bevat een ruwe indeling van het type matrix (a) en ver-
Wi jst naar tabellen 2 tot 5 Ve hebben special e vormen van A (zoals tridia-
gonaal vormetc.) weggel aten ondat de neeste routines er vanuit aaan dat die

speci al e vormberei kt is met andere routines uit dezel fde programmat heek.

TABEL 1

A reéel, symmetrisch zi e Tabel
A reé&el, niet-symmetrisch zi e Tabel

A conpl ex, hermtisch zi e Tabel

n b 0w

A conpl ex, niet-hermtisch zie Tabel




Al | een ei genwaar den

Ei genwaar den + ei genvect or en

Beper kt aantal ei genwaar den

Beper kt aantal ei genwaar den
+ ei genvect oren

TABEL 2

ACOLI B
I MBL

NUMAL

ACOLI B

I MBL

NUMAL

NUMAL

NUMAL

disktri t tql2(F)

El GRS
FO2AAA/F
grival syn
grivalsym?2
j acob (aA/F)

disktri + tql2 + treigv (F)
tred2 + tqil2 (A/F)

El GRS
FO2ABA/F
grisym

ei gval syni
eigvalsym2
FO2AGA/F
ei gsym

ei gsym 2

1) Speci aal geschi kt voor zeer grote natrices.
2) Berekent naar wens de ei genvect oren.

Al | een ei genwaar den

Ei genwaar den t ei genvect or en

Beper kt aantal ei genwaar den
+ ei genvect oren

TABEL 3

I MBL
NAG
NUMAL

ACOLI B
I MBL

NUMAL

NAG

1) Berekent naar wens de ei genvect oren.

2) Alleen te gebruiken als van te voren bekend is dat alle ei genwaar den

reéel zijn.

3) Berekent ook de eigenrijen (d.i.

B G=F
FO2AFA/F
reaei gval
correi gval
ei gen (a/F)
El GRF
FO2AGA/F
reaei gl
reaeig3
conei gl
FO2AGA/F

T T
de oplossing van X A = Ax ).

1)

2)

3)
1)

2)
2)



TABEL 4

Al | een ei genwaar den IMSL EIGCH 1)
NAG FO2AWA/F
NUMAL grivalhrm

Ei genwaar den + ei genvectoren  IMSL EIGCH 1)
NAG FO2AXA/F
NUMAL grihrm

Beper kt aant al ei genwaar den NUMAL ei gval hrm

Beper kt aant al ei genwaar den NUMAL ei ghrm

+ ei genvectoren

1) Berekent naar wens de ei genvect oren.

TABEL 5
Al | een ei genwaar den IMSL EIGCC
NAG FO2AJA/F
NUMAL ei gval com

Ei genwaar den + ei genvectoren AccuULIB equil + nordig + renorm

IMSL EIGCC

NAG FO2AKA/F

NUMAL ei gcom
Beper kt aant al ei genwaar den NAG FO2ALA/F

+ ei genvectoren

1) Berekent naar wens de ei genvect oren.

1.2.2.2. Het gegenerali seerde ei genwaar denpr obl eem

Er is geen progranmat uur beschi kbaar voor conpl exe matrices. Het reéle
geval kunnen we onderverdel en in:
1) A is symmetrisch, B positief definiet zie tabel 6;
2) Aan 1) is niet vol daan zie tabel 7.
In geval 2) noeten we er rekeni ng nee houden dat ei genwaar den onei ndi g
kunnen zijn, en zel fs ongedefinieerd(als Ax = Bx = 0).



TABH. 6

Alleen eigenwaarden NAG FO2ADA/F
Eigenwaarden t+ eigenvectoren NAG FO2AEA/F
TABH. 7
Alleen eigenwaarden M EIGZF 1)

NUMAL qzival
Eigenwaarden + eigenvectoren IMS_ EIGZF 1)

NUMAL gzi

1) Berekent naar wens de eigenvectoren.

1.2.2.3. Gebruik van eigenwaarden bij het berekenen van nulpunten van

polynomen

Met behulp van de eigenwaardenroutines voor symmetrische matrices kan
men de nulpunten van orthogonale polynomen berekenen. Hiervoor is nog slechts
&én routine voorgesteld (in NUMAL). Wd is er in NUMAL een routine (polzeros)
die met behulp van de routines voor berekening van eigenwaarden de nulpunten
van een reéel polynoom berekenen. De zo berekende nulpunten zijn niet erg
nauwkeurig, ze kunnen echter goed gebruikt worden al s beginschattingen voor
andere routines.

1.2.3. Programmatuur voor de singuliere waarden ontbinding

De singuliere waarden ontbinding van een n bij m matrix A wordt ge-

definieerd door
(1.2.3.1) a = usv®

met U en V unitaire matrices en C een diagonaal matrix. De elementen op de
diagonaal van C dienen positief of 0 te zijn, en heten singuliere waarden.
W kunnen de singuliere waarden ontbinding, onder andere, in de volgen-

de gevallen gebruiken:



a Bepaling van de rang van A De rang is gelijk aan het aantal singuliere

waar den ongelijk aan 0. Als we nuneriek te werk gaan zul |l en we nat uur -
l'ijk singuliere waarden kl ei ner dan een bepaal d (kl ein) getal als nul
beschouwen.

b. Bepal i ng van de pseudo-inverse van A (voor definitie zie hoofdstuk 1.1.).

De pseudo-inverse van A wordt bepaal d door

+ + H

(1.2.3.2) A =UlvV

C.

waar bi j ¥ ook een di agonaal natrix is, net nullen op de di agonaal waar
Z ook nullen heeft, en verder de inversen van de singuliere waarden
(zie ook de opnerking bij a.).

ol ossi ng van een ki ei nst e- kwadr at enpr obl eem Laat gegeven zijn het

st el sel

(1.2.3.3) Ax =5b

met de vraag x zodanig te bepal en dat de lengte van de vector r = AX - b

mninaal is. Indit geval is

+

(1.2.3.4) x = A b.

een opl ossing, en wel, indien er neerdere opl ossingen zijn, de opl ossi ng
van mninmal e | engte.

d. Bepal i ng ei genwaar den en ei genvect or en van AHA De ei genwaarden zijn

gelijk aan de kwadraten van de singuliere waarden van A, en de eigen-
vectoren staan in matrix V (want AHA = \/CHOIH) . De singuliere waarden
ont bi ndi ng i s nauwkeuri ger dan wanneer we eerst AHA ber ekenen en daar na
hi ervan het ei genwaar denpr obl eemopl ossen.

e. Bepaling van de inverse van AHA De inverse is eenvoudig Vz'l(zH)'l\/H.

f.

ok hier is weer de singuliere waarden ontbi ndi ng stabi el er.

In het al gemeen de opl ossing van stelsels Ax = b. Vaak i s opl ossing net
behul p van de singul i ere waarden ontbi ndi ng stabi el er dan net de andere
met hoden (vgl. hoofdstuk 1.1.). Dit geldt vooral als A een slechte kon-
ditie heeft.

I n de vol gende tabel kunnen we afl ezen wel ke routi nes voor de si ngu-

|'i ere waarden ont bi ndi ng beschi kbaar zijn (er zijn geen routi nes voor com

pl exe matrices).
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TABEL 8
Al | een singul i ere waarden NUMAL grisngval
Vol | edi ge ont bi ndi ng I MBL LSVALR
NAG FO1BGA/F
FO1BHA/F
NUMAL gri sngval dec

1) Berekent niet de ontbindi ng LQ/T, maar E, V en bij een gegeven matrix
B UTB, dit is een deel van de berekening van A B

1.2.4. Gebrui k van de singuliere waarden ont bi ndi ng

In het probleem vermeld in hoofdstuk 1.1.3. komen we uiteindelijk tot
de vol gende w skundi ge fornul eri ng:

Bepaal een pol ynoomPl\{t) = % + xlt + ...t thN van graad N zo-
dani g dat
(S 2
(1.1.3.6) oy (xgr..uixy) = izo (£(t)) = Py(t))

mnimaal is, waarbij m f ent. gedefinieerdzijn als in hoofdstuk 1.1 3.
Not eren we voor zekere N 2 1.

_ T
F =(f (to), f(tl)r__ .,f(tm))
en
x = (x

T
ol"'IXN) i

en verder nog de zg. Vandernonde natri x:



dan wordt dus gevraagd de | engte van de vector W-F te mininaliseren, en
dat is precies het Kkl einste-kwadratenprobl eemuit voorbeeld 1.2.3.c.

Verder willen we natuuriijk dat het polynoom PN(t) van zo | aag moge-
lijke graad is. Ondit te verwezenlijken laten we N | open vanaf 1 en be-
pal en de rang (nuneriek) van matrix V. Aangezien het aantal rijen van V
groter is dan het aantal kol omren (N+1} is de rang dus maximaal N + 1. Cel dt
nu vanaf zekere Ny dat de rang niet naxi maal i s, dan had t oevoegi ng van de
(NO+1)ste kol om geen zi n, en kunnen we stoppen. Voor het uitgewerkte voor-
beel d zi e men het bijgevoegde programra.

Ter bepal i ng van de nuneri eke rang werd de routine grisngval dec uit de
NUMAL programrat heek gebrui kt; en omuiteindelijk de vector x te berekenen
werd de routine sol svdovr uit NUMAL gebr ui kt .

1.2.5. Aanvul l ende notities

1.2.5.1. De "performance indicator" in de | MBL programmatheek

De "performance i ndi cator” wordt gebrui kt in verschei dene routines. Hij
geeft aan hoe goed het proces verlopen is. Een waarde groter dan 100 be-
tekent sl echt verl oop, waardel oze resul taten, een waarde kl ei ner dan 1 be-
tekent een gunstig verloop. Dit |aatste wil zeggen dat, gegeven een nmatrix
A, een vector x en een scalar X\, er kleine verstoringen AA, A& en Ah zijn
opdat (A+AA) (x+Ax) = (A+AX) (x+Ax). Dit betekent dat X dicht bij een echte
ei genwaarde van A ligt, echter geenszins dat x dichtbij een ei genvector van
Aligt.

1.2.5.2. De routines reaei gval, reaei gl en reaeig3 uit NUMAL

Deze routines werken all een naar correct als all e ei genwaar den reéel
zijn. Zijn niet alle ei genwaarden reéel dan | everen de routines de reéle
del en van de ei genwaarden af en ei genvectoren die nergens op slaan. Uter-
aard kan men altijd corei gval en conei gl gebrui ken, en deze routines zijn
vaak sneller, 66k als alle ei genwaarden reéel zijn!

1.2.5.3, Structuur van de routines

Ale routines transformeren de invoernmatrix (matrices) eerst naar een
speci al e vorm waarbij ei genwaarden c.qg. singuliere waarden behouden

blijven. Deze special e vormkunnen we afl ezen uit de vol gende tabel :



TABH. 9

probleem speciale vorm

Ax = AX, A reéel symmetrisch tridiagonaal reéel symmetrisch

of complex hermitisch

Ax = AX, andere gevallen hessenberg
Ax = ABx A~hessenberg, B-driehoeksvorm
a = uiv' bidiagonaal

Hierna wordt het iteratieve proces losgelaten op de speciale vorm.

Is de matrix al in speciale vorm, dan kunnen we de transformatiefase
overslaan; dit is echter niet nodig omdat direct ontdekt wordt dat deze
fase leeg is. Bovendien als we deze fase overslaan en we willen eigenvec-
toren of de volledige singuliere waarden ontbinding berekenen, dan dienen

we speciale kunstgrepen toe te passen.

1.2.5.4. Berekenen van eiaenrijen

Alleen de routine eigen uit ACCULIB berekent eigenrijen. Willen we
deze berekenen met één van de andere routines, dan dienen we het getrans-
poneerde probleem in te voeren, immers de eigen vectoren van aT zijn de

eigenrijen van A etc.

1.2.5.5. Singuliere waarden ontbinding van matrices met meer kolommen dan

rijen

Alle routines voor de singuliere waarden verwachten dat het aantal
rijen groter is dan of gelijk is aan het aantal kolommen. Is dit niet het

geval, dan voeren we de getransponeerde matrix in.

1.2.5.6. Vierkante matrix U bij de singuliere waarden ontbinding

Soms bestaat er behoefte aan een vierkante matrix U terwijl de invoer-
matrix niet vierkant is. W lossen dit op door de invoermatrix met een aan-

tal aanvullende nulkolommen vierkant t e maken.
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Bi j lagen

THEGIN® "COMMENT™ PROGRAMMA Y(OR POLYHOOM FITTING MET SINGULIERE
WAARDEN ONTBINDING, VOORBCELOPROGRAMMA VOQR GRBRUIK IN HET
KADER VAN HET COLLOQIUM NUMZRIEKE PROGRAMHATUUR, DWINTERj

"PROCEDURE" DUPVEC(L,U,S5HIFT,A,B); "CODE" 31030

"PROCEDURE"™ DUPMAT(LR,UR,LC,UC,A,B); "CODE" 31035,

“INTEGER™ "PROCEDURE"™ ORISNGVALDEC(A,M,HN,)VAL,V,EM)) "CODE" 342739
"PROCEDURE"™ SOLSVDOVR(U,VAL,V,M,N,X,EM); "CODE" 34280;

"INTEGER" N, M, M1}
Ng= 153 M3= 323 Mlis 331
"BEGIN"
*REAL® 'PROCEDURE* F(T); "VALUE" Ty "REAL® Ty
"BEGIN" "REAL® {ABDA, PRODjy "INTFGER" I}
"REAL™ "PROCEDURE" SINH(X), "CODE"™ 351111
LABDA:2 (T = 4 + 1) o K « 2(0;
PRODt= |3 "FOR"™ [3= { "STEPn® { ®UNTIL" N "DO"
PROD$s PROD / SINH{HNUI]Y 7 (LABDA = 2))3
Fi= PROD / (LABDA o 2 xx N)
"END" F3

PREAL® “PROCEDURE™ POLCHN, X |)t "VALUE"™ NN, Tj

®INTEGER™ NN: "REAL®" T3 'ARRAY* X3

*BEGINY ®INTEGER™ Nz "REAL" PRODy
PRODs= X({NN t 1}y "FOR®™ fg= NN "STEP" e { ®UNTIL" { *DO?
PRODI=s PROD » T t X1} POLg= PROD

"END" POLy

"PROCEDURE™ OUT(BG, BY, COEFY; "INTEGER" BGjy "REAL™ BYy
"ARRAY" COEF)
"BEGINN "INTEGER™ I}
QUTPUT (41, m("//, "("DE BESTE GRAAD IS *)", 21038,
"("MET VARIANTIE ")", B,4D"+3D, //")", BG, BV))
OUTPUT (b1, P(""("DE COEFFICIENTEN TIJWM)", /")%)y
"FOR™ I;= 0 "STEP® | MUNTIL"™ BG "pO®
OUTPUT(6, ™(m2ZD2B, +,14D"+30, /*)n, I, COEF{I ¢ 1))
YEND™ QUT,

"INTEGER" NN, I, J, BESTEGRAAD)

"REAL™ NRHM, K, MINj

"ARRAY" HNU{{iN], COEF, FFIltM1), EMIO17),

VAL, VVALI1iIMI, A AA UULE3MI. LMY, Vo VVISaM, 1M ¢

K3z 8,6170065"=5;
OUTPUT (61, "("/, P("INVOER VOOR HNUM)®, /%)Wy,
MEOR®™ Ig= { "STEP® { ®nONTIL® H *DO"
"BEGIN® INPUT(60, "{"/, +,5D"¢3D™)", HNUIII)9
DUTPUT (6L, "("/, +,5D7+3D")", HNU[I])
"END";
"FOR® I3= O "STEP" { wUKTIL®™ H vDO"™ FFI] t 1}i3 F(T /7 M)y
"FOR®™ I3= 0 "STEP™ { WUNTIL® M “DOQ"
®FOR® Ji= O "STEP» 1 ®UNTIL" M = 1 "DO"
AQI t 1,J t {lt= "IF™ J = 0 "THEN" | "ELSE™ “jF* 0 = 0 “THEN"
0 "ELSE™ (I 7 M) =+ J1
EMI0132 "wigy EMI2112 “wi2y EMI4Y 32 1003 EH(6] 12 "ely
OUTPUT(6!, "("//s "("GRAAD RAMNG  MIN,SING,WAARDE"}™, //%)"))



WEOR" Nyg= 1 "STEP™ I "UNTIL"™ M » 1 “DO"
"BEGIN" DUPHAT(1, M1, 1, HN t {, AA A)y
Ii= QRISHGVALDECCAA, My, NN ¢ 1, VAL, V, EM)3
"IF® 1 Tt 0 "THEN"
CBEGIN® QUTPUTC61, "("//,"("ORISNGVALDEC NIET GEREED™)"")")y
"GOTO" EXITY
"END™}
MINg= VAL{NN ¢ 113
"FOR" I3z 1 “STEP® | "UNTIL™ HN "DO"
FIFM OVALILLY < MIMN "THEN" MINi= vALLIL
QUTPUT(bY, M("2(3ZD3B), N, /s®)*, NN, EM[T], MIN)3
WIF" EMI7) <= NN FTHEN" #GOTOF EXIT)
DUPMAT(L, M3, 1, NM ¢t 1, UU, Ad)y
DUPMAT(L, NN + 15 1, NN + 1, VvV, V)3
DUPVEC(L, NH © 1, 0, VVAL, VAL)j
BESTEGRAADSI= NN
PEND®™ LOOP}

EXITt DUYPYEC(L1, Mi, 0, COEF, FF)y

SOLSVDOVR(UU, VVAL, VW, My, BESTEGRAAD ¢ |, COEF, EM) s

NRMg= 0O

"EFOR" 1g= O "STEP® I mUNTIL"™ M "DO"

NRMi= NRM ¢ (POL(BESTELGRAAD, COEF, I 7/ M) ™ FFI] ¢ {1) =« 2}
DUTPUT (61, "("/, "C(YDE RESULTATEN ZIJN")", //"}")}
DUT(BESTEGRAAD, NR4 / (H - BESTEGRAAD), COEF)}

EXITL1%
PEND®

!IENDW
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2. BEG NWAARDE- en BEG N- RANDWAARDEPROBLEMEN

2.1. Begi nwaar deprobl enen voor stelsels gewone

di fferentiaal vergelijkingen

door P.A Beentjes
(Mat hemati sch Centruntl



2.1.1. Inleiding; Inventarisatie programmatuur

Veel verschijnselen en problemen zijn wiskundig te beschrijven door
middel van een stelsel gewone differentiaalvergelijkingen, waarvan de

oplossing in een bepaald punt gegeven is

y' f(x,y),

y(xo) =Yqyr f en y mogelijk vectoren.

Dikwijls zal men van deze beginwaardeproblemen de oplossing in één of
meerdere punten willen weten. Als deze oplossing moeilijk of in het geheel
niet analytisch te bepalen is (wat meestal het geval is), dan zal men

zijn toevliucht moeten nemen tot numerieke methoden. In totaal zijn hiervoor
in de te bespreken programmatheken (ACCULIB, IMsSL, NAG en NUMAL) zo'n 30
procedures (subroutines) beschikbaar.

Een overzicht van deze programmatuur wordt gegeven in tabel 1. Voor
eventuele verwijzingen zijn de procedures (met welke naam voor het gemak
ook subroutines bedoeld kunnen zijn) van een nummer, met toevoeging A
(ALGOL procedure) en/of F (FORTRAN subroutine), voorzien.

Na deze inleiding zullen allereerst de belangrijkste (stuur)parameters,
die men bij een procedure voor het oplossen van beginwaardeproblemen kan
tegenkomen, worden besproken. Vervolgens zullen, afhankelijk van probleem-
eigenschappen en specifieke wensen van de gebruiker, adviezen worden gege-
ven ten aanzien van de te gebruiken procedure(s).

Tenslotte zal, door middel van een tweetal voorbeelden, de praktijk

van het oplossen, in de vorm van programma's, worden bekeken.



TABEL 1

Inventarisatie van de beschi kbare programmtuur.

Pr ogr ammat heek

ACCULIB
I MBL

NAG

NUMAL

Pr ocedur enaam

DIFFSYS
DASCRU
DCSLDE
DREBS

DVOCER

AA(F)
DozABA(F)
DO2AEA (F)

DO2AHA (F)
MULTI STEP

I MPEX
LINIGERLVS
RKE

RK4NA

RK5NA

RK2N

RK3N
EXP.F.TAYLOR
EFERK

EFsl RK

avs

Dl FFSYS

MDD Fl ED TAYLCR
EFRK
LINCGER 2
ARK

Nunmmer

8AF

9A
10A
11a
12a
13a

15A
16A
178
18a
19A
20A
21a
22a

24a
25A

Al garitme

Bulirsch-Steoer

Mer son

Bul i r sch- St oer
Gear

Mer son

Gear

Kr cgh

Gear

Li ni ger - W1 | oughby

Runge-Kutta
Runge-Kutta
Runge- Kutta
Runge~Kutta
Runge- Kutta
Tayl or
Runge- Kutt a
Runge-Kutta
Mil tistep
Bul i r sch- St oer
Taylor
Runge-Kutta

Li ni ger - W1 | oughby

Runge- Kut t a

65



212 Belangrijke (stuur)parameters

Zoal s bij de meeste procedures het geval is, onderschei den we ook
bi j procedures voor begi nwaardeprobl eren i nput (i-), output (o-) en
input/output (io-) paraneters. Voor de naangevi ng van de hi eronder te
bespreken paraneters is getracht een zo goed nogel i j ke "doorsnee" benani ng

te nenen.

n - i-paraneter.
Het aantal conponenten van y. Somm ge procedures hebben een
anal ogon voor scal arvergelijkingen (ia, 12A - iea).

X - io-paraneter.
De onaf hankel i jk variabel e waarin neestal de begi nwaarde Xy
noet wor den neegegeven.

b - i-paraneter.

Ei ndpunt van het integratieproces. De beschrijvingen van 2F,

12a, 15A en 16A naken duidelijk dat &8k b < xy Mg zijn.

Bij sonmm ge procedures (13A en 14a) nag b een oplossings-

af hankel i j ke expressie zijn.

Al's een gebrui ker geinteresseerd is in een rij waarden

{y (xi)}li\|=1 dan noet hij in de regel (uitzonderingen: 5F, 9a, 10A)
de door hem gebrui kte procedure N-raal aanroepen.

Y - io-paraneter.
De af hankelijk variabel e, neestal een array ter |lengte n,

waarin bij aanroep de begi nwaarden gegeven noeten zijn.

der - Een procedure, door de gebruiker te schrijven, waarin de afge-
| ei de wordt berekend.
Sors wor dt deze procedur e conponent sgewi j S aanger oepen
(3F, 13A - 16a).

jac - Een procedure, w&ér door de gebrui ker te schrijven, waarin de
jacobiaan - dat is de nmatrix net el ementen afr./ay3 - wordt be-
rekend. In vele gevallen zal nmen dit liever nuneriek wllen
doen. Al's de hoof dprocedure hi ervoor geen optie heeft, kan nmen
in iedere programmat heek wel een geschi kte hul pprocedure voor
de j acobi aanber ekeni ng vi nden.



rp,ap -

h,hmin,hmax -

sigma -

out -

i- parameters.

Relatieve en absolute precisie waarmee de nauwkeurigheid
van het integratieproces wordt gestuurd. De verkregen
nauwkeurigheid in de oplossing zal in de regel toenemen bij
kleinere waarden van deze stuurparameters.

Dikwijls zijn rp en ap arrays.

De procedures 4fF - 8AF willen van de gebruiker een indicatie
omtrent de te voeren stuurprecisle (relatief, abscluut of
beide).

o-parameter .

Geschatte fout (mogelijk componentsgewijs) in de oplossing.
Over het algemeen zal e slechts de grootte-orde van de
werkelijke fout benaderen. Man meg dan cck geen al te groot

belang toekennen aan deze foutschatting.

io- parameters.

Respectievelijke begin-, minimale- en maximale stap voor
het integratieproces. De waarde hmin zal in de regel
slechts gebruikt worden als er zich moeilijkheden voordoen
tijdens integratie; on deze mogelijke knelpunten het hoofd
te bieden verdient het aanbeveling an hmin een veilige

(= behoorlijk kleine) waarde te geven.

Voor integratie met een door de gebruiker voorgeschreven
stap, kan men terecht bij de procedures 1A - 6AF, 23A en
24A.

De &énstapsprocedures 1A, 4F en 5F geven na iedere stap
een suggestie voor de grootte van de volgende stap.

Odk bij veel andere dan de genoemde procedures kan men de

stap, door middel van hmin = hmax, zelf regelen.

i-parameter.

Een schatting van de spectraalradius of dominante eigen-
waarde (n) van de jacobiaan. Deze parameter komt alleen voor
in de specialistische NUMAL procedures 112, 17A - 20A en
22A - 25A.

o-procedure.
Bij sommige procedures zijn de resultaten hierdoor na

iedere integratiestap beschikbaar.



foutmeldingen - De meeste procedures zijn beperkt in hun mogelijkheden
tot het signaleren van fouten. Het afbreken van het inte-
gratieproces door het gedwongen gebruik van een te kleine
integratiestaplengte (mogelijke oorzaak: hmin te groot)

geeft de meest voorkomende foutmelding.

2.1.3. Aanbevolen procedures

Tabel 2 geeft via een boomstructuur de aanbevolen procedures voor het
oplossen van beginwaardeproblemen voor gewone differentiaalvergelijkingen.

Deze aanbevelingen kunnen worden gedaan op grond van

a. de resultaten beschreven in de testrapporten van HLL et al. [1972],
CRANE & FOx [1969] en KROGH [19731;

b. specifieke kenmerken van het op te lossen probleem, zoals stijfheid en
grootte;

c. de door de gebruiker gewenste nauwkeurigheid van de oplossing.

De punten b. en c. zullen we nader bespreken aan de hand van de ingangen

van tabel 2.

n klein/n groot

De tak - n groot - slaat op problemen waarvan

(i) het aantal componenten, n, moeilijkheden geeft met betrekking tot
de geheugencapaciteit, dfwel

(ii) het aantal componenten, n, het gebruik van bepaalde procedures
praktisch onmogelijk maakt op grond van daarin optredende O(n3) en/of
O(n2) processen (bijvoorbeeld LU-decomposities en matrixvermenigvul-
digingen).

De overige problemen worden gedefinieerd door n kZein. De problemen met

n groot komen meestal uit de hoek van de (gediscretiseerde) partiéle

differentiaalvergelijkingen.

niet etijf/stiff

Stijve problemen worden gekenmerkt door zeer snel vari&rende componenten
in de oplossing (samenhangend met een speciaal eigensysteem van de
jacobiaan). De indeling niet-stijf/stijf is zinvol omdat stijve problemen

praktisch niet op te lossen zijn met "niet-stijve" procedures.
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niet speciaal/speciaal

De kwal i ficatie speciaal! slaat enerzijds op de procedures di e special e
informati e over het spectrumvan de jacobi aan vragen en anderzijds op
procedures di e speci al e ei genschappen bezitten, zoal s het kunnen integreren
tot het nul punt van een expressie (13A en 14a) of het direct kunnen opl ossen
van tweede orde differentiaal vergelijkingen (15a en 16A).

hoge precisie/lage precisie

omdat de verhoudi ng (af gel everde precisie) : (hoeveel hei d rekenwerk) niet
constant is voor een wil|ekeurige procedure en een w || ekeurig probl eem
is het belangrijk omhet onderschei d hoge precisie/lage precisie te kun-
nen maken.

Qprrer ki ngen en aanwi j zi gi hgen

1 Gebruik een kleine hmn, en een hnmax, die niet groter is dan de nini-
mal e af stand tussen twee punten waarin u de oplossing wilt weten.

2 Cebruik voor een stijf probl eemgé&n procedure waarvan de beschrijving
ni et expliciet vermeldt dat die procedure voor stijve probl enen ge-
schikt is. Ongekeerd kunt u wel "stijve" procedures op niet-stijve
probl emen | oslaten (b.v. 5F, 7aF en 9a).

3 Als u geen idee heeft van de grootte-orde van de opl ossi ng, dan doet u
er verstandi g aan omhet integratieproces - zo nogelijk - net een
relatieve en absol ute precisie te sturen.

4. Kies de stuurprecisiesniet te groot, naar ook niet onredelijk klein.
Een goede stelregel is: niet groter dan 10'3 en ni et kleiner dan 10 10.
De meeste procedures |open "l ekker" bij stuurprecisies in de buurt van
107 - 107>,

5. De nauwkeurighei d van de opl ossing kunt u control eren door &fwel het
pr obl eem eni ge mal en net dezel fde procedure, net verschill ende stuur-
precisies, op te | ossen, dfwel door het probl eemmet verschillende pro-

cedures op te |ossen.

214  Voorbeel den

Probl eem 1.

| n FRAZHO C19741 wor den, door m ddel van een aantal differentiaal ver-
gel i j ki ngen, simul ati enodel | en gegeven voor de groei van twee al gensoorten
("groene" en "bl aungroene") onder invl oed van anorgani sche stikstof en



fosfor, de intensiteit van het zonlicht en de watertemperatuur van het neer
waarin het proces zich heet af te spelen. Het nodel dat hier als voorbeeld
wordt gebrui kt, ziet er uit als volgt:

daa
9 -
I [ug(T)fl(P)fz(N) + Cl]Ag,
Pg _
Ty [ubg(T)fl(P)EB(N) + cz]Abg,
(2.1.4.1)
ar
3 = Pp - SP - C4f1(P)[ug(T)f2(N)Ag + ubg(T)f3(N)Ang,
W N - N -, f (B, MNu (1A + u_ (TIA_]
dt I 3 471 2 g g bg Abg :

Herin zijn:

Ag, Abg, N en P de concentraties van respectievelijk groene al gen, bl auw
groene al gen, stikstof en fosfor;

PI en NI fosfor en stikstof toevoer;
PI en N zijn als (experinentel e?) functies van de tijd,
t, gegeven in de vormvan grafi eken;

\Jg en ubg : gr oei snel heden van de al gen.

Deze functies van de tenperatuur T zijn ook in grafiek-
vor m gegeven evenal s de af hankel i jkheid van T net betrek-
king tot t (seizoenen!).

In het artikel worden verder de overige functies en constanten van
(2.1.4.1), al sook de begi nvoor waar den gegeven.

De vraag is hoe de al genconcentraties er over een tijdvak van 8 naan-
den (1 nmaart - 1 novenber) uit zullen zien.

De oplossing i s een kromme net een groeiexplosie (voor de groene
al gen) omstreeks begin juni. In de bijlage staat een programma dat deze
kromre al s output geeft. Het probleemis niet stijf, naar wel moeilijk
te integreren voor een aantal procedures.

Pr obl eem 2

Omook een "stijve" methode te illustreren, beschouwen we een
chem sche reaktie met protoneringsevenwi chten (de neer chem sche kanten



en achtergronden zijn te vinden in BORKENT [1{9756].
ky
P+ B — Am + H,
k
Am + B — A + H,

Ph — P + H, evenw chtsconstante K1'

- Am + H evenw cht sconstante «

3
|

21

Inh — In + H evenw cht sconstante Iﬁ ,
“«— n

met

P een diamine,

B een bezoyl chl ori de,
Am een tussenpr odukt,
A het nuttig produkt,
In een i ndi kat or,

ph, aAmh, | nh, geprotoneerde vornen van reswectievelijKk,
P, Amen In.

De bovenstaande reakties zijn te beschrijven door een beginwaarde-
probl eemvan 9 afhankelijke differentiaal vergelijkingen. Het stelsel is dan
ook te herleiden tot het kleinere stelsel (nmet een bepaal de stof wordt nu

de concentratie van di e stof bedoel d)

ar

ak - % T ryo
g%=—r1+r2,

(2.1.4.2) 9(%= r, - x, + T,
g%= L rryt g, trgy
aa

- = r

at 2!



r, = k,PB,

1 1

r2 = szmB,

r3 = k3(Ph - PH/KI)'

r, = k,(Amh - AmH/K,) ,

rg = kS(Inh - InH/Kin), k3,k4,k5 >> kl'k2'
In + Inh = Ino,

P+ Am+ A+ Ph+amh =P,

B + Am + 2A + Amh = BO,

Ph + H + Inh = Am+ 2a,

en, opt =0, PO, B0 en InO gegeven.

Het vrijwel direkt op evenwicht |iggen van de |aatste 3 reakties van
(2.1.4.2) is kennerkend voor de stijfheid van dit probl eem

De probleenstellers zijn geinteresseerd in de concentrati es van de
verschillende stoffen op t = i/20, i = 1(1)20. In de bijl age geven we een
programma wat de concentraties aan protonen op deze tijdstippen berekent.
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Bijlagen

PROGRAM ALG(OUTPUT, INALG, TAPE4=INALG)
C 0PLOSSING MILIEUPROBLEEM M,B,V, DASCRU(IMSL)
INTEGER ISYM(100)
REAL X(4),WK(16)
COMMON /DATA/ RBG, RKN, SMALLN, TAU, W, RG, RKP, BIGY

t /HMUBG/ XMUBG(18), FMUBG({8) /HMUGY XMUG(23), FMUG(R3)
t /TEMP/ XTEMP(15), FTEMP(1S) /NIy XNI(18), FNI(§{8)
t /P17 XPI(15), FPICIS)

EXTERNAL F

DATA ISYM, RBG, RKN, SMALLN, TAU, W , RG, RKP, BIGY
+/ 100x1He, ,5 , ,25 625 . WS, 12,0 2,, 403, (017
READ(4, #) (XHUBG(I)a I= 1, 18), (FHUBG(I), I= 11 18),

+ (XMUG(1), I= §, 233, (FMUG(IL), Is 1, 23),
t (XTEMP(I)Y, I= |, 15), (FTYEMP(I), I= {, 15),
t (XNI(I), | S PR (FNI(CI), I= 1, 18),
t (XPICI), 1 1.1 1 I= |, 15)

Az 0 S B=s ,125 S Hz {E«S S N 4
X{1)s X(2)= ,5 S X(3)= ,05 S X(4)a 1
DO 2 J= §, 64
LALL DASCRU(F, Ay B, H, N X, WK, IER)
IPODS=s IFIX(X(1) s t .5)
PRINT 1, (ISYM(1), I3 1, [POS)

H FORMAT(1X, 100AL)
Az B

2 B= B ¢+ ,125
END

SUBROUTINE F(X, T, N, XP)

REAL XP(4), X(4)

COMMON /DATA/ RBG, RXN, SMALLN, TAU, W, RG, RKP, BIGY

Vis x§3) / (RKP t X(3)) $ vis X(4) / (RKN t X(4)) 8 Vd= FXMUG(T)
V5= FXMUBG(T t ves VU x X(1) e V2 $ VI=s V5 x X(2)
V3is (X(4) t SHALLN) / (RKN t X(4) + SMALLN)

XP(1)= (V4 = Vi » V2 « TAU « RG) * X(})

XP¢2)= (V5 & ¥1 e V3 e TAU e RBGI ® X(2)

XP(3)2 PI(T) r X{3) # TAU r BIGY e V1 @ (V6 ¢ V7 ® V3)

XPC4Ys FXNICT) r XC4) % TAU » V] » (V6 t V? = V2) / W

RETURN

END

REAL FUNCTION FXMUBG(X)
COMMON /MUBG/ XMUBG(31B8), FMUBG(18)
Xiz TEMP(X) ,
IF (X1 +LT. 5 X{a 5,
IF (X1 6T, 25,) Xis 25,
DO ¢ I= 2, 18
IF (X1 oLEe. XMUBG(I)) GO TO 2
i CONTINUE
e FXMUBGs ((X1 = XMUBG(I=1)) » FMUBG(I) = (X1 = XMUBG(I))
t * FMUBG(Ie1)) / (XMUBG(J) = XMUBG(Ile1))
RETURN
END



N

s

Py

REAL FUNCTION FXMUG(X)

COMMON /MUG/ XMUG(23), FMUG(23)

Xi1= TEMP(X)

IF (X} oLT., 5.,) Xi=® S,

IF (X1 GT. 25,) Xi= 25,

Dot I= 2, 23

IF (X} LLE, XMUG(I)) GO T0 2

CONTINUE

FXMUG= ((X! = XMUGCIe1)) & FMUG(I) ™ (X} " XMUG(I))
x FMUG(Iel)) / (XMUG(I) = XMUG(Iel))

RETURN

Ems

REAL FUNCTION TEMP(X)

COMMON /TEMP/ XTEMP(15), FTEMP(1S)

DO § 1= 2, (S

IF (X JLE, XTEMP{I)}) GO TO 2

CONTINUE

TEMP: [(X w XTEMP(Ie$)) & FTEMP(I) = (X = XTEMP(I))
x FTEMP(l=1)) / (XTEMP(I) = XTEMP(Iw1))

RETURN

END

REAL FUNCTION FXNI(X)
COMMON /NI/ XNI(18), FNI(18)
DO 1 I= 2, &

IF (X ,LE, XNI(I)) GO Y0 Z
CONTINUE

+FXNI= ((X r XNI(Iw1}) % FHICI) ® (X o XNI(IJ) ® FNI(Ie1)) /

t

(XNI(I) = XNI(Iel))
RETURN
END

REAL FUNCTION PI(X)

COMMON /PJ/ XPI(1S)e FPIC(1S)

DO § I= 2, 15

IF (X ,LE, XPI(1)) GO TO 2

CONTINUE

Plz ((X = XPI(I=1)) x FPI(I) = (X e XPI(I)) » FPI(lel)) /
(XPI(I) » XPI(1le}))

RETURN

END
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"BEG]

ESC
*END?@

N® WCOMMENT® QPLOSSING CHEMISCHE REACTIES M,B,V, MULTISTEP{NUMAL)}
PINTEGER® I, NFE}
"REAL" K1, K2, K3, k4, KS, KK1, KK2, KKIN, X, XE,

Ri, Re, R3, R4, RS, P, B, AM, H, &, PH, AMH, INH, IN,

PO, B0, INUY
"ARRAY" Yi{! 1 301, SAVE([=38 t 301, JACEY ¢ 5, 1 1 S}, YMAXIi 3 511}
"BOULEAN" F1g

"PROCEDURE™ DER(DY)js "ARRAY" DY;

"BEGIN® Pj= Y{i]) Bs= YI[2)s AMI= YI3]; Ht= YI4); At YI(S),
AMH3= » Z ® A t 80 » AH = at PHjx PO = P = AH ® A = AMHy
INHI= 2 s N t AM = PH = Hy INt= [NQ e JWNHp
R1:=K1 % P e B; R23= K2 & AM # R, R3;z (=P % 4 /KK{ ¢ PH) = K33
R4j=(eAM & H / KK2 ¢ AMH) & Kd4; RS32(e]N # H 7/ KKIN t INH)& K5}
DY (1]38= R3 = Rys DYI[2)33 » 41 = R2; DY{3lt= R1 « R2 + R4y
DY[4)s= Rt t R2 ¢ R3 ¢« R4 t RSy DY[Sl1s R21 NFE1= NFE t 4

"END" DER;

"PROCEDURE"™ OUT(H, K)j "VALUE"™ H, Kj; "REAL"™ Hj *INTEGERN Kj

"lFn SAVE[w 1] ¥z O "THEN®

"BEGIN* QUTPUT(6l, ™(""("SERIQUS TROUSBLES ENCOUNTERED AT X =*}",
ZD,3D, /%)%, X)y "GOTO™ ESC

"END";

"PROCEDURE™ MULTISTEP(PARS);"CODE" 330801

POts 01758 Bot= ,01529 INOiz "=S;
It= 1 "FOR" H3e PO, B8O, 0., 0, O "DO"
"BEGIN® Y({Ili=s Hy YMAXII)§=2 13 It= 0 t 1 "END"y
Kiss 50003 K23= 20603 KKi$z 244""=4; KK23s ,358"e43KKIN=,3437%3;
K3tz K4is KSts "6;
X3= 0, NFEs$= 03
ODUTPUT(61, "(""(" TIME CONCENTR, He™)", //"}")y
"FOR" XE3= ,05, XE t ,05 "WHILE"™ XE <= },01 "DO"
"BEGIN® FIlts XE = .05y

MULTISTEP(X, XE, Y, "«8, ,05, YMAX, "=6, FI, SAVE,

DER, "FALSE", JAC, "TRUE", S, DUT)y

OUTPUTCET, *(® 2ZD,3D, 48, »D,3D"¢D, /™)", X, Y(41)
"END";
QUTPUT(6L, "("//, "(" NUMBER OF FUNCTIDN EVALUATIONS 3")", 3ID, /,
*(* LOCAL ERROR BOUND EXCEEDEO t")", 320, "(* TIMES™)®, 7 M)V,
NFE, SAVE([=21)}
t



TINE CONCENTR, He

0,050 8,653"eS
0,100 1,749"ey
0,150 2,642 el
0,200 3.504"ed
09250 4,309y
0,300 5.,044"«4
0,350 5.,710"=4
0,400 6,310l
0,450 6.852"
0,500 7,3"2".4
0,550 7.786"=4
0,600 8,191 "ey
0,650 8,560 =y
0,700 8,899"ey
0,750 9,210"e4
0,600 9,496y
0,850 9.761"ed
0,900 1.001"e3
0,950 1,023%e3
1,000 1,044"e3

MUMBER OF FUNCTION EVALUATIONS § 464
LOCAL ERROR BOUND EXCEEDED ! 0 TIMES
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BEG NWAARDE- EN BEG N- RANDWAARDEPROBLENMEN

2.2. Begi n-randwaar deprobl emen voor partiéle
di fferentiaal vergelijkingen

door P.J. van der Houwen
(Mat hemati sch Centrum
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2.2.1 Inleiding

De nuneri eke opl ossi ng van begi n-r andwaar depr obl enen voor partiél e
differentiaal vergelijkingenis een zeer gevarieerd onderwerp dat nog volop
inontwi kkelingis. B zijn tientallen opl ossi ngstechni eken ontw kkel d en
dit aantal groeit nog steeds. Uteraard is het onnogelijk omhier een over-
zicht van al deze algoritnen te geven, te neer daar deze al goritnmen veel al
voor precies één probl eemontw kkel d zijn. Nunerieke progranmat uur voor par-
tiéle differentiaal vergelijkingenis dan ook (nog) vrij zel dzaam het is
wei ni g zi nvol voor één enkel probl eem een al goritne i n een programmat heek op
te nemen en uitvoerig te docurmenteren, tenzij het probl eemin kwestie van
vol doende i nportantie is, dat wil zeggen dat anderen dan al | een de aut eur
van het al goritme, hetzel fde probleem met bijvoorbeel d andere begi n- en
randvoorwaar den, ook w llen opl ossen. In het al geneen echter zou men een
al goritne pas dan in een progranmmat heek wi | | en opneren wanneer een vol doend
grot e kl asse van begi n-randwaar depr obl enen hi er mee opgel ost kan worden; maar
hoe groter de toepasbaarhei d, hoe geringer de efficiéntie en daarnee deste
groter de nei gi ng van de gebrui ker om &t het zelf maar te progranmmreren of
naar een nunericus te stappen omhemde zaak te | at en opknappen. Hoe het
ook zij, geen van de vier programmatheken waaraan dit coll oquiumgew jdis,
hebben progr ammat uur waar nee recht streeks begi n- r andwaar depr obl emen opge-
| ost kunnen worden. (Voor de volledigheid willen we hier nog wel w jzen op
enkel e programmat uur pakketten di e geen deel uitmaken van een grotere pro-
grammat heek en speci aal ontw kkel d zijn voor bepaal de kl assen van partiél e
differentiaal vergelijkingen; het betreft de pakketten van MORRIS en
SCH ESSER (19687, CANDENAS en kaArRPLUS [1970], ZELLNER [19701, SI NOOVEC en
MADSEN [1975] en van COHEN en GRCESMAN [1975].) Het ontbreken van partiél e
di fferenti aal vergel i j ki ngen- progranmat uur i n een programmat heek wi | niet
zeggen dat dit soort probl enen dan maar apart geprogramreerd noet worden. In
deze voordracht zull en we een net hode bespreken waar mee een begin-randwaar-
deprobl eemt ot een begi nwaar depr obl eemvoor gewone differentiaal vergelij ki n-
gen gereduceerd kan worden, zodat we dan al | een nog maar een programmat heek

met goede "gewone differentiaal vergelij ki ngen-integratoren' nodi g hebben.

2.2.2 Concrete practijkprobl emen

Aan de hand van een drietal practijkproblemenwillen we | aten zi en hoe
men toch met behul p van de programmat heken ACCULI B, IMSL, NAG en NUMAL

niet-triviale probl enen kan opl ossen wanneer we zel f ook een "kl ein beetje



werk willen verzetten". In deze paragraaf wordt een korte bespreking ge-
geven van de gekozen practijkprobl emen. Het eerste probl eembetreft een niet-
lineaire warmte~diffusie in een staaf waarin aanvankelijk een temperatuur-
sprong voorkont. Dit probleemis afkonstig van het FOM | aboratoriumen is

op het MC uitvoerig bestudeerd. Het tweede probleemis ontl eend aan HOUGHTON
en KASAHARA [1968], genoend in SINCOVEC en MADSEN 119751, en beschrijft de
niet-lineaire stromng over een geisol eerde barriere in een rivierbeddi ng.
Het derde probl eem de voorspel |ing van de wat er standen op de Noordzee, is
in het kader van de Del ta-commissie ingesteld na de stornranp van 1953, diep-
gaand onderzocht op het MC, zowel wat de anal ytische al s de numerieke as-
pecten betreft.

2.2.2.1 Net-lineaire diffusie net discontinue beginvoorwaarden

Gegeven de ééndi nensi onal e, parabolische differentiaalvergelijking

2 2
(2.2.2.1) 23X = (aT+8) [— P
3t
ox 4

voor alle niet-negatieve waarden van de pl aatsvari abel e x en de tijdsvaria-
bele t, net de randvoorwaar den

|
o

. oT
(2.2.2.2) B_x( t,0) =

]
o

T(t,>)

en de begi nvoor waar de

1 voor Os x s 1
(2.2.2.3) T(0,x) =
o voor x > 1
CGevraagd de oplossing van (2.2.2.1) - (2.2.2.3) net een nauwkeurigheid

van 1% voor een reeks waarden van a < Oen 8 > Ovoor O< X < 2 en tot het

tijdstip waarop T(t,0) = 2 T(t,2).



2.2.2.2 Net-lineaire stroning over een parabolische drenpel

Gegeven het ééndi nensi onal e stel sel van hyperbol i sche differenti aal ver-

gel i j ki ngen
Ju Ju 9
3t - T Yox T TaxBtD)
(2.2.2.4) ,0 <t <1.83, |x| < 400
3h d
R T

waarin u de horizontal e snel heid, h de diepte, b de beddi ng, x de coordi naat
langs de rivier, t de tijd en g de versnel ling van de zwaartekracht (g =

= 980 cm/secz) voorstelt (zie SINOOVEC en MaDSEN [19751); de functie b wordt
gegeven door

2
(2.2.2.5) bi(x) = nax (o,1o-1o(£%) ),

de begi nvoor waar den door

(2.2.2.6) u(0,x) = 40, h(0,x) = 20-b(x)

en de randvoor waar den door

(2.2.2.7) u(t,-400) = u(t,400) = 40, h(t,-400) = h(t,400) = 20.

Gevraagd de oplossing van (2.2.2.4) - (2.2.2.7) in de recht hoek
|x|] <400, O=t < 1-83 net een nauwkeurigheid van 1%

2.2.2.3 Celineari seerd Noor dzeenodel

Gegeven het stel sel 2-di nensional e, hyperbol i sche vergelijki ngen

Ju . 9

E——Au+wv gaxz+fx,

Y u-Av - g
(2.2.2.8) 5 wa - Av - g By z + fy,

dz a _ . a

E— - ha—x U hB_Y v,
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waarin z en h respectivelijk de verhoging en de di epte van de zee
inrust, uen v de horizontal e snel hei dcconponenten, * de bodemwrijvings-

-6 -6
coefficient (A =25 10 /sec), W de Coriolisparameter (w = 125 10 /sec),

g de versnelling van de zwaartekracht (g = 9.8 m/secz), fX en fY de horizon-

tale conponenten van de door de w nd uitgeoefende schuifkracht, x en y de

plaatscodrdinaten €n t de tijdsvariabele voorstellen; de randvoorwaarden zijn

z(t,x,8 105} =0

v(t,x,0) -0 voor O< X £4 10

(2.2.2.9)
u(t,0,y) = u(t,4 105,y) =0 voor Os<yi 8 105

en de begi nsvoor waar den
(2.2.2.10) u(0,x,y) = v(0,x,y) = z(0,x,y) = 0.

Gevraagd de opl ossing van (2.2.2.8) - (2.2.2.10) in het gebied
0<sx <4 105, O<yi 8 105, O<t <36 103 voor het windveld

-4
10
(2.2.2.11) fx = 0, fy = H

en de dieptefunctie

2
(2.2.2.12) h = [40 - 5% 3., [__y_5> 1.
210° L \g 10

Gevr aagde nauwkeuri ghei d 10%

2.2.3. Semi-discretisatie

Onder semi~discretisatie (0ok wel partiéle discretisatie of de methode
der Zijnen genoend) verstaat nen de vervangi ng van het door de plaatsvaria-
belen doorl| open gebi ed door een rooster met roosterpunten ;() , de vervangi ng
van de af hankel ij ke vari abel en door op de roosterpunten ;j Sedefi ni eer de
roosterfuncties, en tenslotte de vervanging van alle differentiati es naar
pl aat svari abel en door op het rooster gedefinieerde differentiaal quotienten.
Bi j voor beel d wanneer nen in het (x,y)-vlak de roosterpunten



> .
(2.2.3.1) xj = (xk,yﬂ) = (k&x,Lay), 5 = (k,4),

waarin k en £ gehel e getall en, Ax en Ay gegeven roost er punt - af st anden zi j n,
defini eert dan zou nen 3/3x en 3/3y kunnen vervangen door differentie-
operatoren [3/3x] en [3/3y] gedefi ni eerd door

f(xk+Ax,y£)-f(xk—Ax,y£)
2Ax !

[2 -
(2.2.3.2) 3% f(xk,yz) =

en iets anal oogs voor [3/3y].

Op deze wijze kan een begi n-randwaar depr obl eemvoor een partiéle dif-
ferentiaal vergelijkingin een begi nwaar depr obl eemvoor een stel sel gewone
di fferentiaal vergelij ki ngenongezet worden. V¢ zullen dit uitvoeren voor de
drie in de vorige paragraaf genoende probl enen.

2.2.3.1 Het diffusie-probl eem

I n de oorspronkel ijke behandeling van dit probl eemwerd de partiéle
di fferentiaal vergelijkingeerst getransforneerd net behul p van de transfor-
mati efunctie

3]

2 . 4 8 1
z = 3x - Z—sin (51(x-g)) - g voor |x-1| <&

5 5
4
(2.2.3.3) z = x voor X < '5“,
4 6
= —_ > -
z X + 3 voor x = 5

tot de vergelijking

2 2 2
3T _ dz)" 3 d’z 1 4z\ 3]
(2.2.3.4) T = (aT+p) [(dx) 2" ( * dx) 2z] T

H ermee wordt berei kt dat een equi di stant rooster op de z-as correspondeert
nmet een zeer fijn rooster in de buurt het kritische punt x = 1 op de x-as.
Verder zullen we in de buurt van het kritische punt z = 7/5 (i.e. x = 1) de
begi nvoor waar de vervangen door

(2.2.3.5) T(0,x(z)) = } [1+cos(§§:§ﬂ)], g-s 2 <

nlo



VW zijn nu zover om de sem -discretisatie uit te voeren: we vervangen
de continue variabel e z door de discrete variabelej Az, waarin A z de
roosterpunt-afstandis. Verder schrijven we kort hei dshal ve

-~
&
—

N
|

\ax) = a(z), a(jliz) = aj,

[o})
N
|+

(2.2.3.6) 24182 _pis), b(4a2) = b,
x dx 3

T(t,x(jAz)) = Tj(t)

en benaderen we inj Az, 3T/3z en 82'1‘/2922 door respectievelijk

T, T, T, -2T +T,
(2.2.3.7) 3L 3=t 31 3 3-1
2Az 2
(Az)

V¢ vi nden dan het vol gende stel sel gewone differentiaal vergelij ki ngen:

ar, 4

EC (aTo*+8) ag (T)=To).

aTy 1 .

el o2 (och+B)[aj-éAbj)Tj_1—2ajTj+(aj+£Azbj)Tj+1],J =1,2,... .

Dit is een oneindig groot stelsel; in de practijk integreert nen uiteraard
all een de rel evante vergelijkingen, dat wil zeggen wanneer j zo groot is
(jAz zo groot) dat Tj beneden een bepaal de drenpel gezakt, worden geen
verdere differentiaal vergelijki ngen neer beschouwd. I n het begin van het
integratieproces i s het aantal vergelijkingen nog gering (nl. 8/5Az) maar

wordt groter naarnate de warmte zich naar rechts uitbreidt.

2.2.3.2 Het drenpel - probl eem

Ki ezen we een uniformrooster met roosterpunten j A X | angs de rivier,

dan kan (2.2.2.4) gediscretiseerdworden tot het stel sel
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du

_JO —JO

= - = (u | -40) - =— (h +b -20-b )
dt 2A -j .+ - j -5 -1""
X g 1 2Ax g 1 30+1 g 1
dh_j
0 1

at  ~ 2Ax (h-j0+1u-jo+1‘800)’
du u
—J3__3d - -9 -

at Iix P3017%5-1) T Zax PPy PPy

(2.2.3.9)

dh, 1

& = 7 2mx Py Pyoryo)e
du uj

0 . _%(40-u ) -_9 (204b, . -h. __-b_ _)s

dt 28x jgrl  2hx Jp*t igmt 3o
dh,
_0 1 (800-h

= - 5T -h, _,u,
dat 20x 30—1 30-1
Herinisj0 = Men | oopt j van -jp * 1 tot en nmet j, - 1
Ax

2.2.3.3 Het Noordzee- pr obl eem

Kies in het (x,y)-vlak een rooster nmet vierkante maten van A x by A x
neter; omde notatie wat conpacter te naken definieren we de getallen

g o4 10° 8 10°
! Ax

en de schuif-operatoren x, en Y, gedef i ni eerd door

+

Xe U g = %1, 0

Yo U p T U, 0

waarin u de nunerieke benadering voor u(kAx,£Ax) voorstelt.
Het begi n-randwaar depr obl eem (2.2.2.8) - (2.2.2.10) kan nu benaderd
wor den door het stelsel differentiaal vergelij ki ngen:

du
—=-hu+wv-_-L -
(2.2.3.10a) Interne punten at w Zax (XX Dz o+ £,



dv

= . av _ - - . -
(k=1,2,...,K-1, 3t w u AV A% (Y+ Y )z + fy'
dz h
=1,2,...,L- 22 - - -
£=1,2, L-1) ac " ((x X ) u+ (Y Y )v);
dv dv dv, dv
d 0,0 K,0 0,L K,L
(2.2.3.10p) Hoekpunten 53 = —gi— = —gi = 0, —g¢— en —; analoog

aan de West- en Oostkust formules,

dz h

0,0 _ _ 0,0
(k=0,K, ac = -AX— (U1'O+V0'1)I
dz h
- _X0_ _ X0
£=0,L) e o Ukl 1,07k, 1)
dzO,L _ de,L o
at at !
(2.2.3.10c)  Zuidkust M= - hu- g (XX )z + £,
dv _
(k—l,.-.,K—l, a‘E— OI
£=0) dz =-h—(-rx -x)ut 2, v);
dt 24% + 0= +77
(2.2.3.10a) Westkust Mo,
— av _ _ -9 (v -
(k=0, T Avo- (Y -V ) oz 4 fy,
dz _ _ b -
£=1,...,L-1) Erialindicy (2x u+(Y Y )v);
(2.2.3.10e) Oostkust gf’r =0,
_ dv -9 - +
(k = K a_r,_._kv 2Ax(Y+Y-)Z fY'
[=I,. ...L-1) % TG L SR USAIYE
du
.2.3. - = = + - 5 (x, -
(2.2.3.10£) Oceaan puntencIt xutuv Shx (x+ X)z+ fx,
- dv _ _
Ge=l,0 . K-, dt =  wu-Av+ = Y z+ £y’
2Ax
£=1) dz _ .



2.2.4. Kennerken van door seni-discretisatie verkregen stel sels

Een geneenschappel ij k kennerk van de stelsels (2.2.3.8), (2.2.3.9) en
(222.3.10) is het relatief grote aantal vergelijkingen. In het diffuste-
probl eem zal bij een naaswi jdte van Az = /10 (dan wordt de begi nvoorwaar de
in het critische interval 6/5 <z < 85 door 5 punten gepresenteerd), het
aantal differentiaal vergelijkingen mninmaal 16 bedragen en kan opl open t ot
100 vergelijkingen. In het drenpel - probl eemkrijgen we voor Ax r 1 een
stel sel van 797 differentiaal vergelij ki ngen en het Noordzee-probl eemtelt
voor nmazen van 10 bij 10 km 3(k+1) (L+1) = 9963 differentiaal vergelij ki ngen.
Een tweede kennerk is dat het spectrumvan de Jacobi aan van door partiél e
discretisatie verkregen stel sels neestal G in een strook |langs de negatieve
as (parabol i sche vergelijkingen) of in een strook |angs de i maginaire as
(hyperbol i sche vergelijkingen) ligt. VW zullen dit nagaan voor de stelsels
(2.2.3.8) en (2.2.3.9); voor het stelsel (2.2.3.10) verwi jzen we naar
FI SCHER [1959].

2.2.4.1. Het diffusie-probl eem

De matrix van partiél e af gel ei den van het rechterlid van 2.2.3.8 (de
Jacobi aan van het stelsel) is van de vorm

- 4a0(do+cx(To—T1)) 4aod0 0 0 0
a,c, -2a,d,+e d,c 0 0
(2.2.4.1.) 1 171 17171 171
2
(az) 0 a 2a.d a 0
22 maxdyte, dxo
0 0 . .
waarin
c%za. iQAZb.r
J 3 J
d. =aT. +B,
3 3

e. = ale T -2a_T_+c+_.T_ ).
il 33 33+

% hebben te naken net een tridiagonal e natrix; hiervan i s bekend dat de



ei genwaar den reeé&l zijn wanneer de neven-di agonaal el enenten al | en het zel f de
teken hebben (zie e.g. WIkinson {1968, p. 3331). Aangezi en de diffusie-

oo S £ .
coef ficient dj posi tief veronderstel d nmag worden gaan we na hoe cj zi ch ge-

draagt; vol gens de definitie van et geldt in eik geval dat alle cz positi ef
zijnals Az ~ 0 (a = (Bz/ax)z), zc7)dat het voor de hand|ligt omde voor-

waar de

a,
im o~ PN . AN ] . A 4 o
(2.2.4.2) AZ<4~|—'—1—, j=20,1,2,...,
b,

te stellen. Het is eenvoudig na te gaan dat in het geval (2.2.3.3) aan
(2.2.4.2) zeker voldaan is als Az < 1/10; zodat conditie (2.2.4.2) slechts
een geringe beperking voor het rooster vornt.

Een verdere anal yse van de Jacobi aan (2.2.4.1) leert dat de diagonaal-
el ementen al s negati eve getal | en beschouwd kunnen wor den ondat Ty=T, en de
termen ej verwaar | oosd kunnen worden ten op zichte van 4 a_d_ en 2 aj d,.
Toepassi ng van de stelling van Gerschgorin leert dan dat de ei genwaar den

van (2.2.4.1) ongeveer in het interval

(2.2.4.3)

max{24 a.,d.a.}
[y 4 "70%0"75% ,o]

(AZ)2
liggen. Substitutie van a, en dl‘ geeft het "veilige" ei genwaarde-interval

168
(Az)2 J

(2.2.4.3") [-

2.2.4.2, Het drenpel probl eem

Ut (2.2.3.9) volgt direct

J J
(2.2.4.4) J = - _2_2; (Jil J12) ’
21 J22
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u_j 0 e 0
0
u -u u . 0
2-3 95 1-
b o Yo
. -u u. -u u
j -1 L B ji-1
0 ]0 0 0
e 0 —uj 40—uj .
0 o
0 0 ees
-g 0 g .ee 0
J =

|

Q
o

Q

. 0-g O
h, . 0 . 0
1-
o
0 h, . . 0
2—30
J21_ oo ’
. -h 0 h,
0—2 30-2
.ee 0 -h 0

en waarin Iop ui t Ioy af gel ei d kan worden door h door u te vervangen

Ondat de roosterfuncties uj en hj al s angzaamnet j varierende func-
ties beschouwd kunnen worden (uiteraard voor een vol doend fijn rooster) zijn

de matrices Jrk "bijna" scheefsymmetrisch. Men kan aantonen dat voor con-
stante roosterfuncties u. en hf de eigenwaarden van dit type natrices zutver

imaginair zijn[nmethode van constante coefficienten van VON NEUVANN (zi e

RICHTMYER-MORTON [19671)); de ei genwaarden van J blijken nanelijk voor uj

en hj constant dezelfdete zijn als die van de natrix

_ i sin(ysx) (U 9 .
Ax h u/ '

waarin y de waarden * 1, + 2, ... doorloopt. V¢ vinden voor de ei genwaar den
6

(2.2.4.5) &§=-3%

i sin(yAx),
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waaruit het imagi naire ei genwaarde-interval

(2.2.4.6) [ lult/el . Jul+/gn
o Ax ’ Ax

vol gt. Voor niet-constante roosterfuncties neent nen aan dat de ei genwaar den
van J "ongeveer" in het grootste van de door de nethode der constante coef-

ficienten verkregen intervallen |iggen.

2.2.4.3. Het Noordzee- probl eem

o dezel fde wijze al s voor het drenpel -probl eemkan nen afl ei den dat
de ei genwaarden bij het Noordzeeprobl eem (2.2.3.10) "ongeveer" liggen in het
grootste van de lokale intervallen(vergelijk FISCHER £19591)

\ 5 v

x/29h+(w2—{>\2)A2x A /29h+(w2—{>\ )A2x R

- 1, 3 A+ i B
Ax Ax

(2.2.4.7) [- 1

2,2.5, Nunerieke integratie van de stelsels differentiaal vergelijki ngen

Bij de keuze van een routine uit de bibliotheken ACCU, | MBL, NAG en
NUMAL voor de integratie van de drie gestelde problenen zijn de voor naam
ste richtlijnen:

1. het betreft grote tot zeer grote stelsels
2. de gevraagde nauwkeurigheidis niet meer dan 1%.

Hernee vallen in principe alle impliciete of semi-impliciete en alle
hoge orde nethoden af. Ut de docunentatie van de genoende programrat heken
blijkt dan dat overblijven de i n onderstaande tabel genoende routines.



TABEL 1

Rout i nes beschi kbaar voor de integratie van de stel sel s
(2.2.3.8), (2.2.39) en (22310

Programmatheek Rout i ne Geheugen Geschi kt e probl erren
I MBL DASCRU = 2F 5n Di f fusi e; Drenpel
AA(F) : .
NAG D02A BA(F) = © AF 8n Di f fusi e; Drenpel
NUMAL EXP.FIT.TAY. = 17A 3n
MOD.TAY. = 22A 2n
EFRK = 23A 2n
ARK(MAT) = 25A 3n Di ffusi e; Drenpel ; Zee

Deze routines konen overeen met degenen die i n de ocht endbi j eenkonst ge-
noend werden (in de routine-kol omis de codering uit hoofdstuk 21 aan de
rout i nenaam t oegevoegd). V¢ zul | en deze routines af zonderlijk nader toe-
l'ichten.

2.2.5.1. De routine bASCRU

DASCRU | S gebaseerd op de Merson-algorithme, een 4% orde Runge-
Kut t amet hode net ingebedde foutenfornule. Hervoor zijn 5 rechterlid-
eval uati es per stap nodig; de algorithne is vrij optinmaal geinpl ement eerd
en vraagt slechts ruime voor 5n plaatsen (n is het aantal differentiaal -
vergel i j ki ngen) plus nog wat werkruime. Het diffusie- en het drempel-
probl eemmet respectievelijk mnder dan 100 en ongeveer 800 vergelij ki ngen
kan zonder mnoeite geintegreerd worden. Owlat DASCRU ni et geschrevenis
voor stel sels af konsti g van partiele differentiaal vergelijkingenis de
routi ne wel een wat dure integratienethode voor probl emen als het diffusie-
en drenpel probl eem zo is de stapkeuze-strategie, gebaseerd op een referen-
ti e-opl ossing, wat |uxe voor ons bijzondere geval en zou een stapkeuze op
grond van het stabiliteitsgebied van de al gorithme veel tijd uitsparen.
ok de orde 4 is rijkelijk hoog voor een gevraagde nauwkeurighei d van 1%
In tabel 2.2.2 zijn wat nunerieke resul taten opgenonen; deze zijn ontleend
aan experimenten uitgevoerd door J. Petiet op de CYBER van SARA Wt het
Noor dzeepr obl eemnet zi j n ongeveer 10.000 vergelij ki ngen betreft, wj



hebben de voor keur gegeven dit probleemmet een rmeer op partiéle differen-
tiaal vergelijkingengerichte routine te integreren (zie paragraaf 2.2.5.4).

2.2.5.2. De routi ne DO2AAA (F) /BA(F)

Dit viertal routines (2 in FCRTRAN en 2 in ALGCL 60) is ook gebaseerd
op de Merson-algorithme. De FORTRAN-implementaties vragen een geheugen-
ruinte van de orde 8n, de ALGOL 60-versies zouden zel fs 22n pl aat sen
vragen, althans vol gens de betreffende docurentatie. Voor het overige
gel den dezel f de opner ki ngen al s genmaakt voor DASCRU.

Nuneri eke resul taten weer ontl eend aan experi menten gedaan door J. Petiet
vindt men in tabel 2

2.2.5.3. De routi nes EXp.FIT.TAY, MOD.TAY en EFRK

Deze routines zijn weliswaar gebaseerd op al gorithmen speci aal ont -
wor pen voor grote stel sel s, maar mnder geschi kt voor de beschouwde pro-
bl eren. EXP.FIT.TAY. en MOD.TAY. ondat ze behal ve de rechterlid-functie
ook haar af gel ei den nodi g heeft, en EFRK ondat deze procedures pas tot z'n
recht kont bij eigenwaarden-spectrawaarin de ei genwaarden in clusters
gegroepeerd zijn.

2.2.5.4. De routi ne ARK

Deze routine i s speci aal ontworpen voor de integratie van niet-
lineaire partiéle differentiaal vergelijkingen. Het geheugengebruik is ver-
houdi ngsgewi j s gering, de orde van de nethode is 1, 2 of 3 en kan door de
gebr ui ker gekozen worden, en het stabiliteitsgedrag kan af gest end wor den
op de te integreren vergelijking door het kiezen van het zogenaande
stabiliteitspol ynoomen het opgeven van de spectral e radi us van de Jaco-
biaan. Dit is dan tevens ook het nadeel van deze Adaptieve-Runge-Kutta-
net hode: nmen noet het spectrum van de Jacobi aan onderzoeken en daar bi j
de coefficienten van een geschikt stabiliteitspol ynoom (et array data
[1:m]) opgeven. Voor verdere details en |iteratuur-verw jzingenraadpl ege
men de NUMAL-manual . H er vol staan we et een tweetal voor beel den van
stabiliteitspol ynoren:

(2.2.5.1) 1 +z + } z2 + L z3 i nduceert een 2% orde met hode,

16 geschi kt voor parabolische ver -
gelijkingen (negatieve ei gen-
waar den) ,



(2.2.5.2) 1tz +} 22 + 1 z3 i nduceert een 2% orde net hode,

geschi kt voor hyperbol i sche ver ge-
l'ijkingen (imaginaire ei genwaar den)

Het eerste pol ynoomis gebrui kt voor de integratie van het diffusiepro-
bl eem het tweede pol ynoomvoor het drenpel probl eem resultaten van J.
Petiet vindt nmen in tabel 2

2.2.5.5. De routine ARKMAT

ARKMAT i s een 2-dinensional e versie van ARK, dat wi| zeggen de
differentiaal vergelij ki ngkan aangeboden worden i n de vorm

g—: = F(t,Y),
waarin Y een (rechthoekige) matrix is en F een natrix-functievant eny
is. Voor de integratie van stel sel s af konsti g van 2-di nensional e parti él e
differentiaal vergelijkingenis zo'n matri x-versi e handi g, anders zouden
de 2-dinensional e roosterfuncties in een één-dimensionaal array opgesl| agen
nmoet en wor den, hetgeen een bron van ver gi ssi ngen kan wor den.

Met ARKMAT en het pol ynoom (2.2.5.2) zijn de Noordzeevergelij ki ngen
(2.2.3.10) geintegreerd door H.G.J.Rozenhart; de resultaten vindt nen in
tabel 3. Herbij noet wel opgererkt worden dat de integratie van om
vangrij ke probl enen al s het Noor dzeepr obl eem het verantwoord naken "ad
hoc" met hoden te ontw kkel en di e dan veel efficienter kunnen zijn dan
ARKMAT. Ander zi j ds werden onder st aande resul taten bi nnen 2 weken ver-
kregen, terwijl b.~. een "special purpose" nethode zoal s di e van LEENDERTSE

[1967] vel e nanmaanden heeft gevergd.
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Numerieke resultaten verkregen voor het diffusie- en het drempel-probleem

TABEL 2

DASCRU tijd Xx=0 x = 0.8 x = 0.959 x = 1,041 x=1.2 x = 2.0 f.ev
diffusie probl. 0.63 1.00 0.84 0.62 0.51 0.32 0.03 1400
AZ = 0.1 4.0 0.69 0.52 0.45 0.41 0.34 0.16 9690
a = -0.263, B = 0.291
DO2A
diffusie probl. 0.63 1.00 0.84 0.62 0.51 0.32 0.03 932
Az = 0.1 4.0 0.69 0.52 0.45 0.41 0.34 0.16 1178
o,B -+ DASCRU
ARK
diffusie probl. 0.63 1.00 0.84 0.62 0.51 0.32 0.03 946
AZ = 0.1 4.0 0.69 0.52 0.45 0.41 0.34 0.16 4371
ao,B - DASCRU
DASCRU tijd x = -40 x = -20 x =0 x = 20 x = 40 x = 60
drempel probl. 0.5 22.1 21.5 19.7 18.2 19.9 18.9 510
Ax =1 1.0 21.7 20.5 17.8 10.3 19.8 19.8 1060
bij t = 1.5 een TIME LIMIT
D023 | tija x=-40 x = - 20 x=0 x = 20 x = 40 X = 60
drempel probl. 0.5 22.09 21.5 19.7 18.2 19.9 18.9 250
Ax =1 1.0 21.7 20.5 17.8 10.3 . 19.8 19.8 525
bij t = 1.5 een foutmelding (DO2AF WITH ERROR 1)
ARK tijd
drempel probl. 0.5 22.1 21.5 19.7 18.2 19.9 18.9 154
Ax =1 1.0 21.7 20.5 17.9 10.4 19.8 19.7 305

bij t = 1.5 arithmetic overflow.
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3. RANDWAARDEPROBLEMEN

3.1. Oplossen van tweepunts randwaardeproblemen

door PW. Hemker
(Mathematisch Centrum)
en
J.P. Roos
(Corporate Research, Akzo Arnhem)



3.1.1, Inleiding

Voor tweepunt s randwaar depr obl emen best aat wei ni g progr amvat uur di e
eenvoudi g toegankelijk is. I n de programrat heken ACOULIB en | M5L vi nden
we geen programm@’ s di e direkt in staat zijn een tweepunts randwaarde-
probl eemop te lossen. I n de NAG-programmatheek Vi nden we 2 routines en
i n de NUMAL vi nden we 4 routines voor bepaal de kl assen van tweepunts rand-
waar depr obl enen. Bovendi en vi nden we i n NUMAL een routine voor het schatten
van onbekende parareters, die ook voor tweepunts randwaardeproblemen ge-
brui kt kan wor den.

De oorzaak van dit gebrek aan al gemene routi nes voor randwaardepro-
bl enen kan wel | i cht gevonden worden in het feit dat programma’ s voor deze
probl enen praktisch altijd effici énter worden wanneer ze zi ch beperken t ot
een deel kl asse van problenen. Dt houdt in dat men snel geneigd zal zijn
voor ieder probl eemafzonderlijk een programma te schrijven dat juist dat
éne probl eemefficiént oplost. W vinden dan ook, naast de routines die
speci aal bestend zijn voor randwaardeprobl eren, i n de nmeeste programma-

t heken een arsenaal van routines voor het opl ossen vanijle lineaire stel-
sel s. Deze routines naken het nogel i j k omrandwaar depr obl enen op te | ossen
nadat de gebrui ker ze zel f heeft gedi scretiseerd. Voor de tweepunts rand-
waar deprobl enen zi jn hier vooral nuttig de routines die lineaire stel sel s
opl ossen waarvan de natri X een bandstructuur heeft.

Deze noodzaak tot het schrijven van ad hoc programma's zal echter ver-
dwi jnen als er toch vol doend efficiénte programma’ s voor al genene probl e-
men genaakt worden. Naast de progranmmatuur die in de programmat heken be-
schi kbaar is, zijn er op verschillende pl aat sen programma’ s i n voor be-
reiding. V¢ willen hier in het bijzonder vernel den een programma van
Bulirsch en Stoer, gebaseerd op de mul tipl e-shooting techni ek (de defi ni-
tieve publicatie is voral snog onbekend) en progranma’ s door Keller en

Per eyra di e gebaseerd zijn op een discretiseri ngs- net hode.

3.1,2, ol ossi ngs net hoden

Vel e studies zijn verricht op het gebied van het nurneri ek opl ossen
van tweepunt s randwaar depr obl enen en nog st eeds wor den ni eune en betere
al goritnen ontw kkel d. Hoewel het onnogelijk is hier een overzicht te
geven van de bestaande theori eén en et hoden, i s het toch van bel ang de
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bel angrij kste principes kort uiteen te zetten.

Een tweepunt s randwaar depr obl eembestaat uit een (stel sel) differen-
tiaalvergelijking{en) die gedefinieerdis (zijn) op een interval [a,b];
bovendi en zijn condities van de functi e gegeven in a en b. Voor het
nuneri ek opl ossen van deze probl emen onder schei den we twee kl assen van
net hoden: de schietmethoden en de discretiseringsmethoden. Voor de bei de

basi spri nci pes zijn veel varianten nogelijKk.
Schi et net hoden

Schi et net hoden reduceren het probl eemtot een serie beginwaardepro-
bl enen. De differentiaal vergelijkingwordt geschreven al s een stel sel van
n eerste orde vergelijkingen enaan de rand(zeg x=a) wordt een aantal be-
gi nwaar den gekozen die i n overeenstemmng zijn net de randcondities voor
x = a. De ontbrekende begi nvoorwaarden bij x = a worden geintroduceerd al s
onbekende paraneters.

Met verschil | ende waar den voor deze paraneters wordt het beginwaarde-
probl eemgeintegreerd van a naar b. Aan de hand van de verkregen opl ossi ng
inb worden de paraneters, in een iteratief proces, zodani g bepaal d dat
het begi nwaar depr obl eemaan de conditi es van het randwaar depr obl eemvol -
doet. Verschill ende vari anten op deze schi et net hode zijn nogelijk:

1. integratie van het begi nwaardeprobleemvan b naar a i.p.v. van a naar b
2. lintegratievan anaar r, a <r <b, envan b naar r. In deze variant
wor den aan bei de randen onbekende par aneters gel ntroduceerd. Deze para-
nmeters worden nu z6 bepaal d dat de opl ossi ngen op de intervallen {(a,r)
en {r,b) op elkaar aansluitenin X =r (continuiteit van de opl ossi ng).
3. multiple-shooting.

Herbij wordt het interval {a,b] verdeeld in neer deelintervallen

[x,

l_l,xi],a=x <x, < ... <x_=b.

0 1 N
Op i eder deelinterval wordt een begi nwaar depr obl eemopgel ost. De para-
met ers voor de onbekende begi nvoor waar den wor den nu zodani g bepaal d dat
de uiteindelijke oplossing continuis in alle punten X 1 <i s N-=-1,
en zodat aan de randvoorwaar den wor dt vol daan.
De bel angrijkste noeilijkheidbij het opl ossen van tweepunts rand-
waar depr obl emren net een schietnethode is de nogelijk grote instabiliteit

van een probleem Ve illustreren dit nmet het vol gende, eenvoudi ge probl eem



y" - (pt@)y' + pay = s, a<x<b,
y(a) =a, y(b) = B.

Dit probleemis stabiel wanneer pq < O; dwz. als pg < Odan veroor zaakt
een Kkl ei ne verstoring in de gegevens s,a of 8 ook een kl eine storing in de
opl ossing y. Het begi nwaar depr obl eemdat wor dt opgel ost wanneer een schi et -
met hode wor dt toegepast heeft een Jacobi aan met ei genwaarden p en q wanneer
het in voorwaartse richting wordt geintegreerd of met eigenwaarden -p en -q
al s het in achterwaartse richting wordt geintegreerd. Voor een stabiel twee-
punt s randwaar deprobl eemverschillen p en q van teken. Het beginwaardepro-
bleemis instabiel. Al's voor een ei genwaarde(zeg p) bovendien |p| groot is,
dan i s het begi nwaar deprobl eemstijf (p<0) of sterk instabiel (p>0). In

bei de geval l en i s het berekenen van de onbekende paraneters een sl echt ge-
condi ti oneerd probl eem

Di screteriseringsnet hoden

D scretiseringsnet hodengaan uit van een partitie van het interval
[a,b], d.i. een(groot) aantal punten X zodat a = Xy € ¥ S eew <X 0= b.
De opl ossi ng wordt nu berekend voor deze van te voren gegeven x-waar den.

H ertoe worden de differentiaal operator en het rechterlid van de vergelij-
ki ng gedi scretiseerd. Voor discretisatie behoeft de vergelijking niet ge-
reduceerd te worden tot een stel sel eerste orde vergelijkingen. De discre-
tisering kan op vel e verschillende mani eren pl aatsvinden. Het uiteindelijke
resultaat is echter dat de differentiaal vergelijkingen de randcondities
wor den t eruggebracht tot een (groot) stelsel algebraische vergelij ki ngen.

De oplossing van dit stelsel |evert de waarden van de gevraagde functie

op de te voren gegeven partitie.

De bel angrijkste varianten van de discretiseringsnethodenzijn de
di fferenti enet hoden en de gl obal e net hoden.

D fferentiemethodenzijn het eenvoudigst. H erbij worden de differen-
ti aal operatoren direkt vervangen door differentieoperatoren. De differen-
ti enet hoden wor den voor nanel i j k t oegepast voor een | age orde van nauwkeu-
ri gheid en voor uniforne partities.

d obal e net hoden baseren de di scretisering op de keuze van een eindig
aantal basisfuncties {¢,} inde lineaire ruime van alle nogelijke oplos-
singsfuncties. Een nunerieke opl ossi ng



M
yh(x) = jZo aj¢j(x)

wor dt nu bepaal d zodat yh(x) , aan de hand van zekere criteria, zo goed no-
gelijk aan de differentiaal vergelijkingen aan de randcondities vol doet.
Tot deze groep van methoden behoren o.a. de collocatiemethoden, de Galerkin-
methoden en de kleinste-kwadratemethode.
d obal e net hoden kunnen eenvoudi g op een niet-uniforne partitie worden toe-
gepast en de constructi e van deze nethoden met een hoge orde van nauwkeuri g-
hei d i s eenvoudi ger dan voor differentienethoden.

3.1.3. Qverzicht van de beschi kbare progranmat uur

In de programmat heken NAG en NUMAL zi jn de vol gende routines beschi k-

baar voor het opl ossen van tweepunts randwaar depr obl enen.
1. D02ADA/F (NAQ

Deze routine | ost een tweepunts randwaar depr obl eemop voor een stel sel
gewone di fferentiaal vergel ijkingenover een interval [a,b]

dyi
(3.1.3.1) ——=fi(x,y1,...,yN), i=1,2,...,N.

dx
De procedure gebrui kt de bovengenoentde variant no. 2 van de schi et nmet hode.
De gebrui ker specificeert een getal r, a <r < b, waarna beginwaardeproble-
men worden opgel ost van a naar r en van b naar r. Naast de N vergelijkingen
(3.1.3.1) noet de gebrui ker N randwaarden opgeven, sonm ge voor X = a, de
andere voor x = b. Bovendi en noet de gebrui ker een begi nschatting geven
voor de ont brekende randwaar den van vy.

De procedure | evert na afl oop de berekende waarden van y voor X = a
en X = b en, al s daaromgevraagd wordt, de berekende waarden van y op een
equi distante partitie van [a,b]. De begi nwaar deprobl emen worden i n
DO2ADA/F opgel ost met een Runge-Kutta-Merson met hode, de onbekende par a-
met er s wor den bepaal d nmet een vormvan Newton-iteratie.

2. DO2AGA/F (NAGQ

Deze routine heeft veel overeenkonst net DO2ADA/F. Het randwaarde-

probl eemwor dt weer opgel ost nmet een schi et met hode, variant 2 (met de



Runge-Kutta-Merson i ntegrati enethode en Newton-iteratie). De routineis
echter algenener in die zin, dat ook paraneters di e geen randwaarden zijn
(ei genwaarden, coeffiénten in de vergelijkingetc.) bepaal d kunnen worden.
Het randwaar depr obl eemdat kan wor den opgel ost | ui dt

dyi
I fi(x,yl,---,yN,pl,---,pM), a<x<Db,

(3.1.3.2)¢ a = a(pl,...,pM), b = (pl""’PM)’

IA
4

Ly(a) = ya(pl,---,pM), y(b) = yb(p /... ipy)s M

De functies £,0 8, b, ya en yb noeten door de gebrui ker worden gespecifi -
ceerd. ok het punt r, a <r < b, waar de opl ossi ngen van de begi nwaar de-
probl emen aan el kaar gepast noet en worden, kan wor den opgegeven af hankel i j k
van p;r---+Py- De procedure heeft een beginschatting voor B nodig en | evert
een ver bet erde waarde van E af .

3. PElI DE (NUMAL)

Deze procedure berekent paramneters Pyre++1Py zodani g dat

J
(3.1.3.3)  J ly. (x.) - s.1%, J=2m,
o1 i 3 j
]
geminimaliseerd wordt. Herinis {(xj,sj) }‘;__1 een gegeven ver zanel i ng pun-
ten ("observaties") eny; is een conponent van de opl ossing van het begin-
waar depr obl eem

dy.
1 N
a‘;‘=fi(xnylryzl---rYNrpln---:PM), i=1,...,N

(3.1.3.4)
y(a) = ya(pl,.-.,pM)-

Zo bepaalt PElIDE parameters in de vergelijking en in de randvoorwaarden, zo-
dani g dat de opl ossing van de vergelijking een gegeven verzarel i ng "obser -
vaties" zo dicht nogelijk passeert.

De routine gebrui kt de nultipl e-shooting techni ek waarbij punten
xj, a<x3<b, gebrui kt kunnen worden als partitie-punten. De begi nwaar de-
probl emren wor den opgel ost met Gear's nethode (geschi kt voor stijve differ-



enti aal vergelijkingen). De mninalisering van het resido {3.1.3.3) gebeurt
met de nethode van Marquardt. H erbij nmaakt de procedure gebrui k van, door
de gebrui ker te specificeren, partiéle afgel ei den:

Byai Bfi Bfi
Byk Bpj

jw)

e procedure PRIDE kan aebrui kt worden voor het opl ossen van het tweepunts-
randwaar depr obl eem (3.1.3.1) door te nenen

Y, (a) = ya(p, .Pys--.,P,,)
(3.1.3.5) * 172 M

X, =b, s. =y

LY, o= 1,2, M.
3 J 1(3) Vol

4. FEMLAG, FEMLAGSYM, FEMLAGSKEW (NUMAL)

Deze procedures | ossen een probl eemop van de vorm

-(p(x)y'(x))"' + r(x) y(x) = £(x),

o)
A
X
IN
Y
o

(3.1.3.6)
-y (x) + g(x)y'(x) + r(x) y(x) = £(x), a

A
x
A

7

met de randvoor waar den

cly(a) + c2y'(a) =

|
(2]

c () + cgy'(b)

De opl ossing wordt verkregen op een, van te voren gegeven, partitie

A= kg < xS ees < xS b. B zijn geen beginschattingen voor paraneters
nodi g. Deze procedures gebrui ken een Gal erki n-net hode en zijn zeer nauw-
keurig. De orde van nauwkeurighei d kan wor den opgegeven en is O(hz) ’ O(h4)
of C(h6), waarin h de naasw jdte van de partitie is. De coéfficiént p(x)

noet positief zijn.

5. FEMHERMSYM (NUMAL).

Deze procedure | ost een 4-de orde differentiaal vergelijkingop van
de vorm



(3.1.3.7) (p(x) y"(x))" - (@(x) y'(x))*' + r(x) y(x) = £(x), a<x<b,

met de randvoor waar den

y(a) Cys y'(a)
y(b) = Cqs y' (b)

il
Q

]
Q

De waarden van y(x) en y (X) op een van te voren gegeven partitie worden
ber ekend nmet een Gl erki n-nethode. De orde van nauwkeurigheidis O(h4),
0(n® of om?).

3.1.4. Het gebruik van de progranmmat uur

In deze sectie lichten we het gebrui k van de programmatuur toe aan de
hand van een drietal probl emen. Deze probl emen zi jn op verschill ende na-
ni eren opgel ost. De betreffende progranmmat uur en de bij behor ende nuneri eke
resul t at en kunnen worden gevonden i n de bijl agen.

3.1.4.1, Een zuiver tweepunts tandwaar deprobl eem

V¢ wi | | en de hoek berekenen waaronder een projectiel afgeschoten
nmoet worden om een bepaal de hori zontal e af stand af te | eggen. De bewegings-—
vergelijkingenzijn voor x(t) en y{t)

x" = —av2 sin ¢
(3.1.4.1)
y"=-9 —avz Cos ¢
waari n
v = ‘/(x')z t(y )2 (de snel heid van het projectiel)

it

arctan(dy/dx) (de hoek net de horizontal e richting)

zodat de baan van het projectiel beschreven wordt door het stelsel

tan ¢

(3.1.4.2)

g tan(¢)/v - av cos(¢)

gle g2 &R

2
- g/v
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Met de constanten g = 9.80665, u = 0.0007 en de randvoorwaar den

i

0,v = 150 voor x = 0 ’

y =0 voor X = 1500,

willen we ¢(0) berekenen. V& schatten de (overige) randwaarden als
¢(0) = 1.15; ¢(1500) = - 1.2; wvw(1500) = 135.

3.1.4.2. Een paraneter-schat probl eem

Dit praktijkprobl eemis ontl eend aan de besliskunde. Qn een curve
y(x) te berekenen die een optinmal e verkoopstrat egi e bepaalt, noeten we een
paraneter p > O bepal en, zodani g dat

y'(x) =1 + p + 1log(3) exp(-nly)

1
2 3

n- 2 1 . n-| 1 .
(3.1.4.3) x [y —(nay)? - ¥ 7(n£y)J:l
j=0 ° 3=0 9

4

_
w00l €N 1 een geheel getal.

waarin £ = 2(x) =
Deze vergelijking geldt op het interval [0,1]; de randvoorwaarden zijn
y(0) = O y(1) = 2 Qmdat weliswaar p > 0, maar de orde van grootte p
onbekend i s, introduceren we de nieuwe paraneter P = log(p). W bepal en de

waarde van p voor n = 10 en n = 20.

3.1.4.3. Een niet-lineaire tweede orde vergelijking

V¢ wi |l en het vol gende probl eemopl ossen net een schi et net hode en net
een gl obal e net hode

w o _ Y
(3.1.4.9) Y =€ op 0,11,
v(0) = y(1) =0

De anal yti sche opl ossing i s bekend en | ui dt



y(x) = 2In( ) + 1n2,

C
cos(e(x-0.5))
(3.1.4.5)

c ~ 0.6680278475.

Voor de schi et met hode schrijven we het probl eemal s

v' = e

(3.1.4.6) {y' =V,
y(0) = y(1) = 0.

om het probleemop te | ossen net een gl obal e net hode gebrui ken we de pro-
cedur e reMLAG, Deze procedure i s all een geschi kt voor |ineaire probl emen en
daaromconstrueren we het iterati eve Newt on- proces

Y Y

n _ n,_
(3.1.4.7) + [e ]yn+1 = [e (yn 1) 1.

_yn+ 1

3.1.4.4. Een probleemdat niet opgel ost kon worden net de beschi kbare

pr ogr anmat uur

Vel e tweepunt s randwaar depr obl enen | everen toch grote noeilijkheden
op wanneer we al | een beschi kken over de programmatuur die in sectie 3.1.3
genoend is. Zo bl eek het niet nogelijk omnmet een van de genoende routines

het vol gende probl eemop te | ossen

llpy" = gly-2) op (0,13
pz" = -g(y~-z)
(3.1.4.8)
y'(0) =0, z(0) =0,
y(1) =1, 2z'(0) =0,
waarin

g(x) = exp(%nx) - exp(-%nx)
(3.1.4.9) € =0.143, p = 0.1743, n = 17.19.

Dit probleemheeft zo een duidelijk stijf karakter. Qok echter net de para-
nmet ers (waar nee het probl eemninder stijf is)
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e = 0.685, p=4.028, n=17.23
bleken de schietmethoden te falen. W wijten dit aan de sterke niet-linea-
riteit van het probleem die te grote moeilijkheden veroorzaakt voor de ge-

bruikte integratiemethoden.

3.1.5. De algemene routines ontwikkeld door Pereyra en zijn medewerkers

Zoals in de inleiding tot dit hoofdstuk reeds werd aangegeven, bestaan
er nauwelijks algemene routines voor het oplossen van tweepunts rand-
waardeproblemen.

Het is bekend, dat o.a. Keller en Pereyra, elk met hun medewerkers,
aktief zijn op dit gebied. PEREYRA [1974] is echter de enige die een alge-
meen bruikbare routine (SYSSOL) gepubliceerd heeft; bovendien heeft hij
reeds de beschikking over een experimentele, verbeterde versie (PASVAR),
waarmee ook niet-uniforme roosters behandeld kunnen worden.

Bij zijn ontwikkeling van algemeen bruikbare routines voor het oplos-
sen van randwaardeproblemen heeft Pereyra de bedoeling .. t—achieve the
quality and high standards of the genera2 purpose software available for
initial value problems. En ons inziens is hij daarin vrijwel geslaagd.

We zullen ons beperken tot tweepunts randwaardeproblemen van het type:

X - fx,y)
(3.1.5.1) a<x<b

Aly(a) + Bly(b) = C,

met

y en f: M-dimensionale vektorfunkties,
A en B: konstante {(MxM) matrices,

C: konstante M-vektor.

VW nemen aan dat de gezochte oplossing y van (3.1.5.1) bestaat en

geisoleerd is. Het gestelde probleem is dan:



Bereken een oplossing v die over het gehele interval [a,b]
glechts met een bij voorbaat aangegeven tolerantie van de
exakte oplossing y mag afwifken.

De door Pereyra behandelde voorbeelden en enkele toepassingen van ons lij -
ken de konklusie te wettigen dat de routines SYSSOL en vooral PASVAR het
betrekkelijk automatisch en simpel oplossen van problemen als (3.1.5.1)
mogelijk maken.

De struktuur van SYSSOL en PASVAR is globaal als volgt. De basis is
een discretiseringsmethode (vgl. 3.1.2), waarbij gebruik gemaakt wordt van
eindige differenties.

Dit betekent o.a. dat een bepaald rooster (partitie, mesh of grid)
gegeven moet zijn. Bij een gegeven rooster leidt de discretisering tot een
stelsel van eindig veel niet-lineaire vergelijkingen. De methode van Newton
wordt toegepast on dit stelsel op te lossen, vgl. PEREYRA [1368, 1974,
19751, KAELER [1974]. p een efficiénte wijze wordt door PEREYRA C19741
gebruik gemaakt van de bandstruktuur.

Na de oplossing van dit stelsel vergelijkingen is dus een benadering
van de exakte oplossing op het gegeven rooster bekend. Maar hoe goed is
deze benadering?

FEREYRA C19681 past nu de techniek van lterated Deferred Corrections
(IDC) toe an op het gegeven rooster een schatting van de fout te bepalen

en vervolgens de benaderde oplossing (iteratief) te verbeteren.

N.B. Pereyra claimt dat 1pc efficiénter is dan een techniek als Richardson

extrapolatie, die b.v. door KH1HR C19741 wordt toegepast.

Wanneer verder verbetering niet mogelijk of zinnig lijkt, wordt het
rooster verfijnd.
In de gepubliceerde routine SYS3OL i s het slechts mogelijk met een uniform
rooster te werken; dit rooster wordt door halvering verfijnd.
In de versie PASVAR kan met een niet-uniform rooster worden gestart;
verfijning van het rooster is i.h.a. niet uniform. Er wordt naar een zo-
danig rooster gestreefd, dat de geschatte fout van de oplossing uniform
over het interval verdeeld i s (dusb.v. veel roosterpunten bij grotere
gradiénten): het begrip "equidistribution" wordt hier gehanteerd.

De overgangen tussen de verschillende genoemde fasen worden via een
aantal strategieén geregeld. De "tuning"” van deze overgangen i S deels op
basis van experimenten bepaald.



Afgezien van de gevallen waarin de subroutine op een abnormale wijze
beéindigd wordt (b.v. onjuiste invoergegevens), leveren beide subroutines
op "automatische" wijze een berekende oplossing, die in het algemeen aan de
door de gebrutker opgegeven nauwkeurigheid voldoet.

De deklaratie van de subroutine SYSSQL is als volgt:

SUBROUTI NE syssoL (M,N,A,B,C,Al,B1,TOL,DELEPS,X,Y,ABT,FF,JACOB,JERROR) .

De parameters M,A,B,C,Al,Bl,X en Y hebben dezelfde betekenis als in
(3.1.5.1). N is het aantal roosterpunten (inclusief de beide randpunten)
waarmee wordt begonnen. FF en JACOB zijn de door de gebruiker te definiéren
subroutines voor de berekening van de rechterleden f van (3.1.5.1) en van
de jacobiaan (3f/3y) van f. TOL is de door de gebruiker op te geven abso-
lute nauwkeurigheid.

Voor de betekenis van DELEPS en ABT en voor verdere details wordt verwezen
naar PEREYRA [1974].

De subroutine is eenvoudig te gebruiken en snel uit de literatuur over te
nemen.

Enkele voorbeelden

a. Een randwaardeprobleem uit de elektriciteitsleer.

€p%= gly-z) ,
dt
Z
pd;=—9(Y—Z), 0ost<1,
dt
=0 . % _ -
t =0 : 3¢ 0, z 0,
dz
t=1 'y_lrE"Ol
1 2
g(x) = exp(gnx) - exp(-—3-nx),
e = 0.143; P = 0.1743; n = 17.19.

De net PASVAR c.q. SYSSOL berekende oplossing is in de volgende tabel op

genomen.



dt dz

dy dt

0.000 0.033 0.000 0.000 0.899
0.125 0.103 0.102 0.762 0.790
0.250 0.201 0.201 0.786 0.787
0.375 0.299 0.299 0.787 0.787
0.500 0.397 0.397 0.787 0.787
0.625 0.496 0.496 0.787 0.787
0.750 0.594 0.594 0.793 0.786
0.875 0.700 0.691 0.987 0.758
1.000 1.000 0.761 6.287 0.000

De grenslaagstruktuur bij t = O en vooral bij t =1, is duidelijk te zien.
Wanneer e groter wordt gekozen gaan y en z neer uiteen; er ontstaat dan
een mnder uitgesproken grensl aagst rukt uur

Dit probleemis met behul p van (el enentair) schieten, vgl. (3.1.2)
ni et of nauwelij ks opl osbaar.

Dit probleemis zowel met SYSSCL al s met PASVAR opgel ost. Bij SYSSCL
was een uniforne verfijning nodig tot 156 intervallen.
Bij pasvar net gelijke nauwkeuri ghei dseis, werd een ni et -uniforme ver-
fijning toegepast tot 84 intervallen, waarbij 16 kl ei ne op het deelinter-
val [1671]; dit geeft aan dat het rooster aangepast werd aan het karakter
van de opl ossi ng.

Een wat eenvoudi ger probl eembehoort bij de parameterwaarden
¢ =0.685 p=4.028 n = 17.23. De oplossing is dan

Z & &
dt dt

0.000 0.348 0.000 0.000 1.001
0.125 0.365 0.114 0.247 0.832
0.250 0.406 0.211 0.401 0.726
0.375 0.464 0.296 0.518 0.646
0.500 0.536 0.373 0.629 0.570
0.625 0.621 0.439 0.740 0.494
0.750 0.722 0.495 0.882 0.397
0.875 0.844 0.537 1.085 0.258

1.000 1.000 0.555 1.461 0.000




Reeds bi |

de gegeven cijfers) bereikt

b. Een probleem dat voortkont uit de berekening van de warmte~ en impuls-—

overdracht tussen een bewegende cylinder

29 intervallen werd hier de gewenste nauwkeurigheid (neer dan

en een stilstaande ongeving

3 2 2
at / at /
dzz dz
t—= + (py+1)=— = 0, t < t<+t,,
dt2 dt 0 1
= -0, & =
t t0 y 0, 3t t; z 1,
= - (—11 = =
t '(:1 v 0, z 0,
ty = 0.005; t, = 20; p = 0.72.
De net PASVAR berekende oplossing is:
. , a |y |, dz
dy at dt
0.005 0.000 0.005 0.835 1.000 -28.056
0.010 0.000 0.009 0.716 0.898 -13,600
0.020 0.000 0.015 0.607 0.805 - 7.002
0.102 0.003 0.052 0.342 0.576 - 1.368
0.210 0.010 0.082 0.230 0.476 - 0.666
0.06 0.124 0.163 0.032 0.254 - 0.125
2.11 0.303 0.171 | -0.007 0.167 - 0.057
3.16 0.477 0.158 | -0.015 0.121 - 0.034
4,21 0.635 0.141 | -0.016 0.092 - 0.023
5.27 0.775 0.125 | -0.015 0.072 - 0.016
20.0 1.536 0.000 | -0.006 0.000 - 0.00!
Dit probl eem kon ook net schieten opgel ost worden



Het is interessant te zien dat PASVAR een duidelijk niet-uniform
rooster genereert. In het uiteindelijkerooster: h iy = 0.0002125 en
h = 1.05237, dus een verhouding h__ /h . = 4950.

max max min

D skussi e

Wanneer we eenvoud van gebrui k al s een der bel angrijke criteria zien,
dan blijken deze routines van Pereyra zeer duidelijk gunstig uit te steken
boven al ternati eve aanpakken al s schieten. De routines | ossen "automati sch”
het gestel de probl eemop en bovendi en doen ze dat efficiént.
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Bijlagen

PROBLEEM 3,1,441
M,B,Y, PFIDE (NUMAL)

"BEGIN" RINTEGER™ M, HN, NDBS,‘NBPy
®ARRAY™ PAR 1§ 3 11, HES t1 1.3 JTJINV (1 1 &, 1 t L), IN [0 3 6,
OUT (1 ¢ 81; "INTEGER® *ARRAY® BP [0 = i1s
"REAL® TIME, FA, G, Dy

"PROCEDYRE™ PEIDE (N, M, NO, NB, P, R, 8P, J, I, O, D, JBY, JDP, CVY,
DA, MO)y "CODE® 34444y
"PROCEDURE® COMMUNICATION (P, F, H, N, N3, NP, PA, Ry BPy J, 1, 0, W,
HI)y *CODE"™ 34445y

"BOOLEAN" "PROCEDURE2 JAC DFDP (PAR, Y, X, FP)y

"REAL"™ X3 "ARRAY" PAR, Y, fPj

"BEGIN® FP [1, 1133 FP [2, 13z FP I3, 1132 0y
JAC DFDPi= "TRUE"

"END* JAC OFDPy

"PROCEDURE* DATA (N0OBS, T0BS, 08S, CO0BS):
"VALUE"™ NOBS; "INTEGER" NOBSs; "ARRAY™ 703s, 0BS, COBSj
"BEGIN*

TOBS [(0js= 01 TORS (1lis 15003 COBS {f1lis {3 OBS {1}15 O
PEND® DATA

#PROCECURE™ CALL YSTART (PARa Y, YMAX))

"ARRAY" PAR, Y, YMAX)

MEEGIN® Y [§13= 03 Y [2)1=4501 Y 13135 PAR 11}y
YHAX (1182 30003 YMAX [213= 1501 YMAX [31t% 1)
Y (21}is 1

"END* CALL YSTART)

"BOOLEAN™ wpROCEDURE™ DERIV (PAR, Y, X, DF)}
"REAL" XI "ARRAY" PAR, Y, DF3
" BEGI N" "REAL"™ Cy» Sc V3
C:= cos ¢y (31)y
S1= SIN (Y (3]
vi= Y (213
DF [tl3= S ¢/ C3
DF (2135 mG * S / (C r ¥) =D =« V / C;
DF (311= =G / (¥ x V)3
DERIVIZ C » 0
"END™ DERIV)

"300LEAN" PPROCEDURLE™ JAC DFDY (PAR, Y, X, FY)1
"REAL" X3 "ARRAYN PAR, Y, FYg
"BEGIN" "INTEGER" I, J1 "REAL" C, 8, Vi

Ci= COS (Y {31}y

Si= SIN €Y §{33);

Viz v (213

"FORY Ig= 1 "STEP* 1 nUNTIL" 3 "DO"

aFOR* Jge 0 "STEP™ | "UNTIL® 3 »pO" FY [I, Jit= 0)



FY {1, 313z 1 7 (C % C)3
FY {2, 2)3= (G ¥ S/ (Ve V) =»D) 7 C3
FY (2, 3042 (e6 / Ve D ® V £ S) / (C * C)y
FY [3, 242 2 » G/ IV « V « V)
JAC DFDY$3 C » 0
“END" JAC DFDY}

"PROCEDURE®" MQHNITOR (POST, NCOL, NROW, PAR, RES, WEIGHT, NIS)s
"yALUE" POST, MNCOL, NROW, WEIGHT, NISj

"INTEGER™ PQST, NCOL, NROW, WEIGHT, NIS; *ARRAY"™ pAR, RES)
OUTPUT (6L, "("/5ZD, 5B, N/®)", POST, PAR (113

G3= 9,806065; D= 0,00007

PAR [3}:= 1.151 NBPg= 09

IN [3)35 "ebt IN (4133 "meby IN (S1tz S03 IN [6l3= "ei(y

IN (1j85 "eds IN [2)1=2 "wbp FA 03 IN [0}tz Meldy

NNts 33 ”z=KNOBSIa 13 BP 10} BP [i1)3= 03

TIMEss CLOC

connuu:cnttoﬁ (1, FA, NN, M, NOBS, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN,
OUT, 0 033

PEIDE(NN, 1, 1, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN, OUT, DERIV, JAC DFDY,
JAC DFDP, CALL YSTART, DATA, MONITOR)}

TIME$= CLOCK = TIME;
COMMUNICATION CSG FA, NN; M, NOBS, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN,
Te 0, 0)
OUTPUT (b{, "("3/5B "("THE CALCULATION IN PEIDE CONSUMED")",
BZZD,DDBB, "(M"SECONDS™)",x")", TIME)
BENDH



STARTING VALUES OF THE PARAMETERS
+e1450000" t1

NUMBER OF EQUATIONS t 3
NUMBER OF OBSERVATIOQMS:

MACHINE PRECISION jtel"el3
RELATIVE LOCAL ERROR BOUND FOR INTEGRATION t4,1" oS5
RELATIVE TOLERANCE FOR RFSI DUE 310" »5
ABSOLUTE TOLERANCE FOR RESI DUE §4.10" =5
MAXIMUM NUMBER OF INTEGRATIONS TO PERFORM $ 50
RELATIVE STARTING VALUE OF LAMBDA pJ+s10" -9
RELATIVE HIYIHAL STEPLEHGTH 14,107 =3

THERE ARE NQ BREAK-POINTS
THE ALPHA-POINT OF THE FeDISTIBUTION § 0,00

+1,1500000000000%4000
$1,1500000000000"4000
+1,1500000000000"+000
+1,1548127086472"4+000
#1,1549991219896"+000
+1,1550107739228"74000
+1,1550115120783%4000
¢1,1550115588797"4000
+141550115618472%+000
+1,1550115620353"4+000

s o e e e Be e e Y



NORMAL TERMINATION OF THE PROCESS
LAST INTEGRATION WAS PERFORMED WITHOUT BREAK-POINTS

EUCL. NORH OF THE LAST RESIDUAL VECTOR $.8609400" e7
EUCL, NORM OF THE FIRST RESIDUAL VECTORy,3300138" +2
NUMBER OF INTEGRATIONS PERFORMED H

LAST IMPROVEMENT OF THE EUCLIDEAN NORH §.1275210" 5
CONDITON NUMBER OF. JV&J $.1000000" +1
LOCAL ERROR BOUND WAS EXCEEDED (MAXIM,3; O

THE LAST RESIDUAL VECTOR

1 RES(I)
1 +,8609" o7

THE CALCULATION IN PEIDE CONSUMED 43.77 SECONDS
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PROBLEEM 3.1.4.1
M,B,V, DO2ADF (NAG)

PROGRAM MASTER (OUTPUT, TAPE b & OUTPUT)
EXTERNAL DERIV, OUT

121

DIMENSION U (3, 2), V (3, 2)y E (3), Y (6, 3)y G (3, 3), INT (3),
1WSP (3,4 S5) NS'(S): Yo (3), EE (3), AA (3), BB (3), CC (3), DD (3)

U i, tJ 8 00
v {l¢ 1) % 00
U (1. 2) = 0.0

V (1, 2) = 00
U (2, 1) 5 150,0
V (2s 1) = 0,0,
U (2, 2) 3 135,0
vV {2, 21 = 10

U (3, 1) = 1.19
V (3, 1) & 1,0
U (3, 2) = =1,2
Y (3, 2) 3 1,0
R = 750

X = 0,0

Xy = 1500,0

E (1) = 1E=2

E (2) = {Ee2

E (3) = SEeS

H = 0,01

N =3

M{ = 6

M

= 1
WRITE (6, 98)
FORMAT (28H}{ CURRENT PARAHETER VALUES,

{ 4X, 23HERRORS IN Y{I!] PT x = R {BX, 17HSUM (FRRORS x» zy
’

CALL DO2ADF (U, V, E, Y, H, X, Xt, R, N, M1, DERIV, OUT,
INT, WSP, WS, YO, EE, AA, B8, CC, DD, M)

IF (M ,GT, 0) GOTO 3

WRITE (6, 99)

FORMAT (16H0 FINAL SOLUTION)

D021 =1, 6

WRITE (6, 100) I, (Y (I, 3}y J & 4 3)

FORMAT (1H, 12, 3F10.4)

CONTINUE

WRITE (6, 1011 M

FORMAT (t13H ERROR NUMBER, 13)

CONTINUE

STOP

END



SIJBROUTXYE DERIV (G, Zs X)

DIMENSION G €3), 2 (3)

66 o 9.80665

D = 0.00091

G €1) = SIN (Z (33) /COS (Z (3))

G t2) 2 «GG6 # G (4) 7 Z t2) « D o Z (2) / COS €Z (3))
G (3) = «GG 7 (Z (2) « 2 (2))

RETURN

END

SUBROUTINE OUT (A, B, F, R, N)
gxnenszou A Ny 2)¢ B (Ny 2)s F (N, W (3)
e i
DO 3 K=y, Z
Do 21 = 1,N
Ir

IF (B (Ir K) ,EQ, 0,0) GOTO 2
W) = A (I, K)
J=J e+t

Z CONTINUE

3 CONTINUE

WRITE (6, 100) (W (J)) J ® 1, 3)s (F (1)s 1 B 1, 3), R
100 FORMAT (1HO, 3F9,d4, 3E13.4, EL15,4)

RETURN

END
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PROBLEEM 3.1.4.2
M,B,V, PEIDE (NUMAL)

"BEGIN® "INTEGER"™ 1, J» M¢ NN, N, NOBS, NBP;
"ARRAY" PAR [l % 11, RES ({ ¢ ), JVYJINV (1 3 %, 1 3 1), IN [0 5 63,
OUT [} & 813 "INTEGER" *ARRAYN BP 0 § 1}, FAC 10 t 251
"REAL" TIME: FA;

*PROCEDURE"™ PEIDE (N, M, No. NB, P R' BP' Jo 1, D, Dl JDY: JDP, CY'
DA, MOD)y "CODE* 34444y
"PROCEDURE" COMMUNICATION (P, F, M, N, NO, NP, PA, R, BPy, J, I, O, W,
NT)3 *CODEY 34445y

"REAL® "PROCEDURE®™ SUM (I, L, U, T); "“VALUE® U;
"INTEGER" Nz Lo Ul “REAL" TI
"BEGIN" "REAL"™ S3 S3= 0
WEDR® Ig= L "STEP® | MUNTIL® U *DO"
S3= S ¢ T SUMes §
*END™ SUMy

"BOOLEAN" "PROCEDURE" JAC DFOP (PAR, Y, X, FP)3
"REAL" X1 "ARRAY" PAR, Y, FPy
"BEGIN" FP (1. {)i= EXP (PAR (11}
JAC DFDPs= "TRUE"
"END"™ JAC DFDPy

"PROCEDURE" DATA (NOBS, TOBS, 0BS, (OBS):
"YALUE" N0OBS3 "INTEGER"” NOBS; "ARRAY" Y08S, 088, COBS;
"BloIN® . .

TOBS [0J3:= 03 TOBS [1)#= 1y €COBS (1)3=s {y 08S [f)= 2
"END* DATAj

"PROCECURE™ CALL YSTART (PAR, Y, YMAX))
"ARRAY" PAR: Y, YMAX} .

"BEGIN* Y [f1g= 0, YMAX [138= U

"END" CALL YSTART;

"BOOLEAN® "PROCEDURE" DERIV (PAR, Y, X, DF)}

"REAL"™ X3 "ARRAY" PAR, Y, DF}

"BEGIN" “REAL™ Yt, NLY, EMNLY;
vits Y (413 NLYs= N + L (X) » Yi3
EMNLY3= EXP (eNLY)g
DF [1)3= | t EXP (PAR [1})
+ LN (3) % (Y [17 « EMNLY © SUM (J, 0, Ne2, NLY *x J / FAC [J]1)
= EMNLY * SUM (J, 0, Nei, NLY xx J 7/ FAC [J))Y /7 L (X))
DERIV:= "TRUE"

"END" DERIV;

"BOOLEAN™ "PROCEDURE"™ JAC OFDY (PAR, Y, %, FY)y
"REAL" X3 "ARRAY" PAR: Y, FY3
"BEGIN" *REAL®™ Y1, NLY, EMNLY;
Yisa Y (1) NLYg= N = L (X) ® Y}
EMNLY3;= EXP (eNLY))
FY [1, 1132 LN (3) % EMNLY » SUM (J, 0, Nej, NLY *x J / FAC (J1))
JAC DFDYss "TRUE"
*END™ JAC DFOYs



'PROCEDURE" MQNITOR (POST, NCUL, HROW, PAR, RES, WEIGHT, NIS);
"VALUE" POST, NCOL, HMROw, WEIGHT, NIS;

®"INTEGER" PUST, NCOL, NROW, WEIGHT, NIS; MARRAY" PAR. RES)
OUTPUT (blo "("/5ZD,5B,N/")", POST, PAR [11)13

"REAL"™ "PROCEDURE" L (X)3 "VALUE" X; "REAL" X3
Li= 1 /7 (3 « X ¢ 0,01

FAC [0)3= Mi=z 1)
®FOR® I¢=i "STEP"™ { "UNTIL" 25 "DO"™ pac [I13s Mgz M ® 1,

Ni= 1079

PAR [1Y1i= 0; NBPi= 0) i

IN [3]ts "e7s EIN [4)13= "e7y IN [S}1® 50; IN [6)33 "ely
12

"e4y IN [2)3= "w7y FA3= 0p IN (0)135 "=ldy

NNt= M3= NOBSi= 13 BP [0)s= BP [1]1= 0Qf

TIMEr= CLOCK:

COMMUNICATION (i, FA, NN, M, NOBS, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN,
QUT, 0, 0)3

PEIDE(1, 1, 1, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN, OUT, DERIV, JAC DFOY,
JAC DFDP, CALL YSTARY, DATA, MONITOR);

TIME:= CLOCK » TIME;
COMMUNICATION (2, FA, NN, M, NOBS, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN,
OUT. 0. 011
ODUTPUT (&1, "("3/58 "("THE CALCULATION [N PCIDE CONSUMED®)",
822D,DDBB, *("SECONDS®™)",&")", TIME)



STARTING VALUES OF THE PARAMETERS
+,0000000" +0

NUMBER OF EQUATJIONS {3
NUMBER OF OBSERVATIONS: 1

MACHINE PRECISION

RELATIVE LOCAL ERROR BOUND FOR INTEGRATION
RELATIVE TOLERANCE FOR RESIDUE

ABSQLUTE TOLERANCE FOR RESIDUE

MAXIMUM MUMBER OF INTEGRATIONS TO PERFORM
RELATIVE STARTING VALUE OF LAMBDA

RELATIVE MINIMAL STEPLENGTH

THERE ARE HO BREAK-POINTS

YHE ALPHA-POINT OF THE FwDISTIBUTION § 0,00

N =

- e e e

40,0000000000000"+090
40,0000000000000"+000
+0,0000000000000"¢000
+440853574590390"=001
4+4,0522950596640"=001
+4,0486250266894"«001
+4,0482209170912"=001
+4,0481764823811"«001
+4,0481715984346"=001
+4,0481710617162"001



NORMAL TERMIMATION OF THE PROCESS

LAST INTEGRATION WAS PERFORMED WITHQUT BREAK-POINTS

EUCL. NORM OF THE LAST RESIDUAL VECTOR §,1590742"
EUCL, NORM OF THE FIRST RESIDUAL VECTOR;,8490653"
NUMBER OF INTEGRATIONS PERFORMED 1 8
LAST IMPRQVEMENT OF THE EUCLIDEAN NORM §,1288565"
CONDITON NUMRER OF JixJ t.1000000"
LOCAL ERRUR BOUND WAS EXCEEDED (MAXIM,)g 0

THE LAST RESIDUAL VECTOR

b¢ RES(I)
l ’.01591" o7

-7
+0

(1]
+1

THE CALCULATION IN PEIDE COUNSUMED 15.31 SECONDS



PROBLEEM 3,1,4,2
M,8,V, DOZAGF (NAG)

o000

PROGRAM MASTER2 (OUTPUT, TAPE b = OUTPUT)

REAL MAT

DIMENSION PARAM (1), PARERR (1), ERROR [I), C (2, 1)+ MAT (!, )4

$ COPY (1, 1), WSPACE (1, 9), G (1), G1 (1)

EXTERNAL AUX,PRSOL,RMAUX,BCAUX

PARAM(1)%9,0

Ni=}

N=1

H=0,00001

ERRQR(1)=1,0Ee7

PARERR(1)%1,0Ee7

Mi1=2

IFAILSY

CALL DD2AGF (H,ERROR,PARERR,PARAM,C,N,N],M1,AUX,BCAUX,

1 RNAUX,PRSOL,MAT,COPY,WSPACE,G,G1, IFAIL)

WRITE (6,9002) IFAIL
9002 FORMAT(1HO,7HIFAIL= ,13/17HOFINAL PARAMETERS)

WRITE(6,9003) (PARAM(I),1=1,N1)
9003 FORMAT(IH ,3E(6,8)

WRITE(6,9004)
9004 FORMAT(1HO,14HFINAL SOLUTION/26H X-VALUE AND COMPONENTS OF,

19H SOLUTION)

CALL RNAUX(X,X1,R,PARAM)

H e Xt o X

DO1 I =1, 2

DUMSX+FLOAT(Ie1)4H

WRITE(6,9005)DUM, (C(I1,J),J28,N)
9005 FORMAT(IH ,F10,3,3E15,6)
1 CONTINUE

STOP

END

SUBROUTINE PRSOL(PARAM,RESID,N1,ERR)
DIMENSION PARAM(N]),ERR(N})
WRITE(6,9000) (PARAM(1),ERR(1))
9000 FORMAT(12H PARAHETER #,E13,7./,12H RESIDU 1eE3103077)
RETURN
END
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SUBROUTINE AUX(F,Y.X,PARAH)

REAL Ly NLY

DIMENSION F (1), Y (1), PARAM (1)

N & 10

L=1/<(3# X+ 0.01)

Yy = Y (1)

NLY 2 N L e YY

JFAC = 1

50 = 0,0

NN & N ep

501 J = 1+ NN

JEAC 5 JFAC c I

SQM = SOM «+ NLY & J / JFAC

CONTINUE

SOML r 50M t 140

SOM2 = SOMI t NLY »x (N = |) / (JFAC « (N e« 1))
F (33 t 1.0 ¢ EXP (PARAM (1)) 4 ALOG (3,0) ® EXP (=NLY) »
§ (YYy & SOML = SOM2 7 L)

RETURN

END

SUBROUTINE RNAUX(X,X1,R,PARAM)
DIMENSION PARAM(1)

X % 0.0

X{ 5 1.0

Re® 1.0

RETURN

END

SUBROUTINE BCAUX(G,G1,PARAM)
DIMENSION G(1),G1(1),PARAM(])
C €1} = Q0

Gi (1) = 2.0

RETURN

END



PARAMETER ¢,
RESIDU t »849E400

PARAMETER t o4779490E+00
RES1DU i w lT9E+00

PARAMETER t L3771742€E+0¢
RESIDU t +658E=0}

PARAMETER § +4050347E+00
RESIDU t e,328E«03

PARAMETER t 44048113E+00
RESIDU t +838E«0S

PARAMETER t +4048149E+00
RESIDU t e,133E«006

IFAILs 0

FINAL PARAMETERS
200481485E400

FINAL SOLUT]ION

X-VALUE AND CUYPONENTS OF SOLUTION
0,000 0.
1,000 «200000E+01



131

PROBLEEM 3414443
M,B.V, PEIDE (NUMAL)

"BEGIN* =INTEGER® ™y NN, NOBS, NBP)
"ARRAY" PAR 1§ 3 1}, RES (1 ¢ I, JTJINV [t ¢ 1, 1 3 1}, IN 10 ¢ 61,
DUT [l 3 B3 "INTEGER® “ARRAYh BP [0 ¢ 11
®REALY TIME, FA:

"PROCEDURE" PEIDE (N, M, NO, NB, P, R, BP, J, I, O, D, JOY, JDP, CVY,
DA, M0); "CODE" 34444y
*PROCEDURT™ COMMUNICATION (P, , M, N, NO, NP, P&, R 8P, J, I, 0, W;
NI)1 "CODE" 344451

"BOOLEAN®" "PROCEDURE"™ JAC DFDP (PAR, Y, X, FP)1
REAL® X1 "ARRAY* PAR, Y, FP)
"BEGIN" FP (1, 1Y3= FP (2, 1133 0}
JAC DFDPt= “TRUE"
"END™ JAC DFOPy

"PROCEDURE® DATA (NOBS, TOBS, 0BS, COBS))
WYALUE* NOBS) *[NTEGER"” NOBSs; "ARRAY® TOBS, 0BS, (085
"BEGINY ]

1085 [0is= ut TOBS (1)t= §y COBS [1li= {1 OBS [ili& 0
SEND" DATAS

*"PROCECURE® CALL YSTART (PAR, ¥, YMAX):
'ARRAY" PAR, Y, YMAX) )
BEGIN® Y [1)3z 0, Y (2133 PAR {11y
YHAX [111= YMAX [2l3= 1
Y o(idjr= 14
#“END® CALL YSTART;

"BOOLEAN™ "PROCEDURE" DERIV (PAR, Y« X, DF)}
“REAL"™ X3 "ARRAY" PAR, Y, DFI
"BEGIN®
DF [1)¢3 v {213
PF (2)1= EXP (Y {11)s
DERIVss "TRUE"
"END"™ DERIV

"BOCLEAN® "PROCEDURE" JAC DFDY (PAR, Y X, FY)3
"REAL™ X3 "ARRAY" PAR, ¥, FYy
"REGIN®
FY {t, 1133 FY (2, 2113 03
FY [1, 2Y32 13 FY [2, 1133 EXP (Y [1))s
JAC DFDYt= “"TRUE"®
"END" JAC DFDY3s

"PROCEDURE" MQHITOR (POST, NCOL, NROW, PAR, RES, WEIGHT, NIS)y
"YALUE™ POST, NCOL, NROW, WEIGHT, NIS;

PINTEGER" POST, NCOL, NROW, WEIGHMT, NIS3; "ARRAY" PAR, RES)
OUTPUT (61, "("/5ZD, 5B, N/")%, POST, PAR 1) )1

PAR [i13® 1; NBP1= 0}

IN {3}1= "wB83 IN [4)31= "e8p IH [(S5)2= 50; IN leliz "eiy
IN [1]8% "=y IN [2)3= "e83 FA1= 035 IH [0]35 "eidy

NNg= 23 M33 NOBSis 15 8P [0)3s BP [1)3= 03

TIME1= CLOCK)



COMMUNICATION (1, FA, NN, M, NOBS, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN,
OUT, 0, 0)y

PEIDE(NN, 1, 1, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, N, OUT, DERIV, JAC DFDY,
JAC DFDP, CALL YSTART, DATA, MONITOR);

TIMEL1s CLOCK = TIME;
COMMUNICATION (2, FA, NN, M, NOBS, NBP, PAR, RES, BP, JTJINV, IN,
gutT, 0, 0N
OUTPUT (61, "("3/5B " ("THE CALCULATION IN PEIDE CONSUMED")",
BZz2D,DDBB, "("SECONDS")",x")", TIME)
"END"



STARTING VALUES OF THE PARAWETERS
+,1000000" 41

NUMBER DF EQUATIONS 1 Z
NUMBER OF OBSERVATIONS: |

MACHINE PHECISION t4,1"%e}3
RELATIVE L0Ca&L ERROR BOUND FOR INTEGRATION j¢e1" =7
RELATIVE TOLERANCE FOR RESIDUE p+e10" w7
ABSOLUTE TOLERANCE FOH RESIDUE $+.10" -7
MAXIMUM NUMBER OF INTEGRATIONS 7O PERFORM i 5¢
RELATIVE STARTING VALUE OF LAMBDA 14.,10" =9
RELATIVE HI NI HAL STEPLEHGTH $4,10" «3

THERE ARE MO BREAK-POINTS

THE ALPHA-POINT OF THE FeDISTIBUTION § 0,00

+1,0000000000000"4+000
+1,0000000000000%+000
+1,0000000000000"+000
*2,5397516194423"%00]
*4,5315780618951"«00]
®ld,6307915408640"«Q0}
*8,6360333442760%00]
*4,6363109710557"=001
®3,6363256767096%«00]

" e e e e e e e ) o=

©4,63632645506597"=00}
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NORMAL TERMINATION OF THE PROCESS

LAST INTEGRATJON WAS PERFORMED WITHOUT BREAK-POINTS

EYCL, NORM OF THE LAST RESIDUAL VECTOR ;,5051082"
EUCL., NORM OF THE FIRST RESIDUAL VECTORS.ISQ!B!B'

NUMBER OF INTEGRATIONS PERFORMED 1
LAST IMPROVEMENT OF THE EUCLIDEAN NORM ;.9030730"
CONDITON NUMBER OF J'aJ $.1000000"

LOCAL ERROR BQUND WAS EXCEEDED (MAXIM,)3 O

THE LAST RESIDUAL VECTOR

1 RES (1D
1 4,5051" «8

THE CALCULATION | N PEIDE CONSUMED 18.96 SECONDS

-8
\2

7
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PROBLEEM 3,1.4.3
M,B,Vv, FEMLAG (NUMAL)

"BEGIN™ "INTEGER™ N, IIIls "REAL" XXX, YYY, C13
"ARRAY" E L[| t 613

'PROCEDURE™ FEMLAG (X, Y, N, R, F, ORDE, E); "CODE"™ 3330i,

"FOR" Mi® 5, {0, 20 *"poO"
"BEGIN™ "INTEGER™ ORDE, I, IT; "REAL" NORMj
PARRAYM™ XX, YY, Y [0 : M}j

"REAL®" "PROCEDURE®™ Y (X)3 *VALUE"™ X3 P"REAL" X3
"IFM X = XXX "THEN™ Y. YYY SELSE®
"BEGIN" "INTEGER™ 1j "REAL"™ XXI, YY)y
WIFP X < XX [ITI) "vHEN® J¢z 0 "ELSE™ I3z IIly
"FOR™ I3= 0 "WHILE™ X » XX (I t 1} "00" I3= 1 + 1}
xxx3= X, I1Its Ho XxIgs XX (I}r YYI3z vy {1}y
YYYgE YYD t (YY L1 t §) e YYI) » (XXX ® XXI) / (XX [f + 1] = XXI)g
Yiz YYY
"END® vy

"REAL"™ "PROCEDURE™ R (X)3 "VALUE"™ X "REAL"™ X3
Ris EXP (Y (X))

WREAL" "PROCEDURE" F (X): "VALUE" X) "REAL" X3
"BEGIN® "REAL"™ YX

YXsz Y (X)f F3s EXP (YX) r (YX e )
"END" F;

"REAL® WPROCEDURE®™ NORM 2 (X, Y)s3 "ARRAY* X Y3

"BEGIN" "INTEGER™ I3 "“REAL" 8
Si= 03 .
"FOR" I3z O *STEPw { WUNTIL® N *DO" 8= § t (X [I] = Y ([I]) *x 21
NQRM 21% §

"END" NORM 2%

ORDEts 23 IIl3= O XXXz "+3003 C 0,66802784575;
E f3);= E (4)3= 13 E (2135 E (3)3= E (S)ts E {613 Oy

"FOR" I3= O "STEP" § "UNTIL® N "DO"
"BEGIN" XX (1183 B 7 Ny YN [I1]13 0 "END"y

WFOR" ITi= 0, IT t § "WHILE"™ NORH » "a9, w4, 6 "DO°®
BEGIN® MIF® IT € O "THEN® QRDEj=z T}

WFOR" I3= O "STEP® 1 *uUyTILY N "DO™ vy (1}t3 YN (]},

FEMLAG (XX, YN, Y, R F, ORDE, £)}

NORM$= SORT (NORM 2 (YY, YN));

OUTRUT (bx. "("'t“VERSCHIL HET VORIG RESULTAAT =")", 2ID,9D,

(4 ORDE VD. METHODE = ")", zD, /")", NORM, ORDE)

"ENDY;

OUTPUT (61, n("//, BB, "("X® WAARDE% qa, “(vy ® WAARDE")",
38, "(["EXACTE OPLOSSING")", "
"FOR® I3= O "STYEP®™ § ®“UNTIL" N ”DO"
OUTPUT (61, "("5B, 3 (=220,90, 58), /™), xx (1), YY (1],
2 t LN (C s COS (C * (XX I1 = 0,5))) ¢ LN (2.,0))1
OUTPUT (61, "("&™)M)
"END®

*ENDN



VERSCHIL HET VORIG RESULTAAT

0,184686567 ,0RDE V,D, HETHODE

VERSCHIL MET VORIG RESULTAAT 0,000836337 ,0RDE Y,D, HETHODE
VERSCHIL MET VORIG RESULTAAT 0,000000016 ,0RDE V,D, HETHODE
VERSCHIL MET VORIG RESULTAAT 0,000000000 ,ORDE VD. HETHODE

VERSCHIL MET VORIG RESUL TAAT
VERSCHIL MET VORIG RESULTAAT

0,000533397 ,QRDE V,D, HETHOOE
0~000001004,0RDE V,D, METHODE

nw ey

X * WAARDE Y = HAARDE fXACTE OPLOSSING
0,000000000 0,000000000 ®0,000000006
0,200000000 »0,073267595 «0,073268387
0,400000000 ©0,109236582 «0,109237726
0,600000000 ©0,109236582 «0,109237726
0,800000000 ©0,073267595 «0,073268387
1,000000000 0,000000000 ©0,000000006

VERSCHIL MET VORIG RESULTAAT = 0.261939722 ,QRDE V,D, METHODE
VERSCHIL MET VORIG RESULTAAT = 0.001157893 ORDE V,D, METHODE
VERSCHIL MET VORIG RESULTAAT = 0,000000022 ,0RDE V,D, METHODE
VERSCHIL MET VORIG RESULTAAT 5 0,000000000 ,ORDE V,D, METHODC
VERSCHIL HET VORIG RESULTAAT S 0,000390826 ,0RDE V,D, METHODE
VERSCHIL MET VORIG RESULTAAT = 0,000000091 ,QRDE V,D, HETHODE

oOeENNVNN

ununan

TEaENNNND

un uan

X r WAARDE Y = WAARDE EXACTE OPLOSSING
0,000000000 0,000000000 «0,000000006
0,100000000 *0,041435594 *0,041435629
0,200000000 =0,073268332 e0,073268337
0,300000000 ©0,095799784 «0,095799853
0,4G0000000 ®0,109237649 «0,109237726
0,500000000 «0,113703582 «0,113703662
0,600000000 ®0,109237649 »0,109237726
0,700000000 ©0,095799784 «0,0957998S3
0,800000000 ®0,073268332 =0,073268387
0,900000000 »0,04143559¢4 »0,041435629
1,000000000 0,000000000 «0,000000006



VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL
VERSCHIL,
VERSCHIL,

HET VORIG
MET VORIG
MET VORIG
MET VORIG
HET VORIG
MET VORIG

X = WAARDE

0,000000000
0,050000000
0,100000000
0,150000000
0,200000000
0,250000000
0,300000000
0,350000000
0,400000000
0,450000000
0,500000000
0,550000000
0,600000000
0,650000000
0,700000000
0,750000000
0,800000000
0,850000000
0,900000000
0,950000000
1,000000000

RESULTAAT
RESULTAAT
RESULTAAT
RESULTAAT
RESULTAAT
RESULTAAT

0.370668240
6,001629765
0,000000030
0,000000000
0000067653
0,000000008

A Bowounn

Y = WAARDE

0.000000000
=0),02194097¢
*0,04143562}
*0,058531193
*0,073268379
©0,085681701
©0,095799844
©0,103645927
«0,109237717
»0,112587791
*0,113703652
*0,112587791
©0,109237717
©0,103645927
*0,095799844
*0,0B5681701
*0,073268379
*0,056531193
-0,041435621
©0,021940976

0,000000000

»ORDE Vv, D, METHODE
s ORDE V,D, METHODE
yORDE V,D, METHODE
yORDE V,D, METHODE
20RDE V,D, METHODE
+ORDE V,D, METHODE

EXACTE OPLOSSING

©0,000000006
w0,021940983
*0,041435629
«0,058531201
«0,073268387
»0,085681709
«0,095799653
»0,103645936
*0,109237726
«0,112587801
*0,113703662
«0,112587801
©0,109237726
°0,103645936
©0,095799853
»0,085681709
©0,073268387
»0,058531201
«0,041435629
©0,021940983
»0,000000006

U4 ungunn

TanNvDN
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PROBLEEM 3,1,4,3
M,B,V, DO24DF (NAG)

Kslekel

PROGRAM MASTER (OUTPUT, TAPE b s OUTPUT)

EXTERNAL DERIV, OUT

DIMENSION U (2, 2), V (2, 2)s E (2), Y {11, 2)s G 2+ %), INT (2),
LWSP (2, S), WS (2). YO (2), EE (2), AA (2), BB (2}, CC (2), DD (2)

U (s 1) = 0.0
vV {1, 1) = 00
U (1, 2) % 0.0
V (1, 2) 5 0,0
U (2, 1) = 140
V (2, 1) = 1,0
U (2, 2) = »1,0
V (2, 2) = 1.0
C = 0,6680278475
R =3 0,5

X = 0,0

X1 =2 10

E (1) = {Ee7

E (2) 3 (Ee7

H = 0.000001

N s 2

ML = Y

IFAIL =

1
WRITE (br 98}
98 FORMAT (28H{ CURRENT PARAMETER VYALUES, %
{ 4%, 23HERRORS IN Y{I) AT X = R, 6X, {7THSUM (ERRORS 2))
CALL DO2ADF (U, V, E, Y, H, X, X1, R, N, M1, DERIV, OUT, G,
{ INT, W5P, WS, YO, EE, AA, BB, £C, DD, IFAIL)
IF (M .GT. 9} GOTO 3
WRITE (br 99)
99 FORMAT (16HQ FINAL SOLUTION, (8X, 234 EXACT SOLUTION OF YI1))
DOz K1 = 1, 11
X = (1 « 1) / 109
YY r Z » ALOG (C 7/ COS (C * (X = 0,5))) t ALOG (2,0}
WRITE (br $00) Xy (Y (I, J)o J 5 44 2)0 YY
FORMAT (1H, Fd4,1, 3F14,10)
CONTINUE
WRITE (6, 101) H
FORMAT (134 ERROR NUMBER, 13)
CONTINUE
STOP
END

. N -
o o
L o
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SUBROUTINE DERIV (G, Zs X)
DIMENSION G (2), 2 (2)

G ¢1) = Z (2)

G (2) = EXP (Z (1))

RETURN

END

SUBROUTINE 0UT (4, B, F, Ry N)
M A (N, 2)s B (N, 2)s F [Ny W (2}

:r @
¢ N
K) .EQ, 0,0) GOTO 2
(1, KJ
2 CONTINUE
3 CONTINUE

WRITE (br 100) (W (JYs J B 1r 2)s (F
100 FORMAT (1H0, 2F14,10, 2E13.4, EIS5,4)
RETURN




CURRENT PARAMETER VALUES ERRORS IN YII} AT X = R SUM (ERRORS »=» 2}

1. 0003000000 =1,0000000000 2 1549E=08 ®,3372E+0} «1137E402
*,4081784020 24123032897 w,2144Ew(2 *,1193E+00 2 1423E=04
®, 4600197170  ,4602415240 @,1152Ew03  «,7B16Fe02 26111E=04
©,463393082]  ,463406829! =,7141Ew05 =,5192€=03 2 2696E=06
®, 4636166786 24636175736 ®,4649E=Q6 v, 3452E«04 «1192Ew08
», 463632593)  ,4636325931 e,1616Ee}2 =,9497Eel} 2 9023Ew22
., 4636325937 4636325931 ¢, v 1554Ee1t 22U16E€29
FINAL SOLUTION EXACT SOLUTION OF Y[}

Qo0 0, 0000000000 =,4636325931 , 0000000002
sl w,0414356219 =,3657558958 »,041435623)
o2 *®,0732683795 =,2713999484 =,0732683816
o3 ®,0957998449 ,1795742504 «,0957998475
W4 *, 1092377183 e,0893852455 e,109237721
o5 *,1137036534 0000000009 ©,1137036563
»6  #,1092377183 0893852455 ,1092377212
o7 *®,0957998449 1795742504 «,095799847S
o8 *,0732683795  ,2713999484 ,0732683816
«? *,0414356219 «3657558958 «,041435623}

10 0. 0000000000 2463632593} «0000000002

ERROR NUMBER O
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3. RANDWAARDEPROBLEMEN
3.2 Elliptische randwaar deprobl emen voor

parti él e differentiaal vergelijkingen

door M Bakker en P.J. van der Houwen

(Mat hemati sch Centrum



3.2.1.  Inleiding

Evenal s het geval is voor begi nwaardeprobl emen bestaat er voor rand-
waar depr obl emen voor partiél e differentiaal vergelijkingen geen al gemeen
t oepasbar e programmatuur. Zoal s gebruikelijk i s in de nurerieke w skunde
vervangt men het probl eemdoor een ander probl eemwaarvoor nmen de gereed-
schappen wel beschi kbaar heeft; de opl ossi ng van het ni euwe probl eem noet
natuurlijk wel een beetje |lijken op de opl ossing van het oorspronkelijke
probl eem W zul |l en twee net hoden bespreken omel liptische differentiaal -
vergelijkingenin een stelsel van lineaire vergelijkingen (als de ellip-
tische vergelijking zelf lineair is) of niet-lineaire vergelijkingen over
te voeren. De eerste nmethode, wel ke het |angste toepassing vindt, is de
eindi ge- di fferentienethode, de tweede net hode i s de ei ndi ge- el enent en-
met hode wel ke de laatste jaren zeer in de belangstelling staat. Bei de ne-
t hoden reduceren het randwaardeprobl eemtot een i n het al gemeen zeer groot
stel sel vergelijkingenmet een "ijle" coéfficiéntenmatrix of, in het geval
van niet-lineaire problemen, een "ijle" Jacobiaan (dit is de natrix van
parti él e afgel eiden). Met ijl wordt bedoel d dat de matrix overwegend el e-
nmenten gelijk O heeft. De oplessing van dergelijke grote ijle stelsels van
dui zenden vergel i j ki ngen vraagt een geheugenzui ni ge nuneri eke oplossings-
net hode. W& zul | en twee opl ossi ngsnet hoden aan de orde stell en: de nethode
van Richardson en de geconj ugeer de-gradi ént enmet hode. Bei de kunnen vol st aan
met een aantal geheugenpl aat sen dat evenredi g nmet het aantal vergelijkingen
is.

Een en ander zal toegelicht worden aan de hand van het vol gende ellip- -
ti sche randwaar depr obl eem

3%u ol .
8,82 _10u= -1, 0<x, ys<t,
2 2
ox dx
(3.2.1.1)

u(x,0) = u(x,1) = u(0,y) = u(l,y) = 0.

3.2.2. Discretisering door middel van eindige differenties

In de eindige-differentienethode worden differentiati es door differen-
tiequotiénten vervangen. Dit proces wordt discretisering of discretisatie
genoend en i s identiek aan de in paragraaf 2.2.3 beschreven semi-discreti~



sati e van begi n-randwaar deprobl emen. In het bijzonder zullen we de discre-
tisering van vergelijking (3.2.1.1) bespreken. Daartoe ki ezen we in het
(x,y)-vlak een uniformrooster net vierkante mazen net zijde h (zie figuur
3.2.1)

d

z 7Ih

‘——~———%x
Figuur 321 Wniformrooster in het (x,y)-vlak

5|

h

De eenvoudi gste 2° orde discretiseri ng van BZu/Bx2 + ’azu/l)y2 in een punt P

wor dt gegeven door (vierkante haken geeft discretisering aan)

37u d u| _
2" 2| T z " 2!

- - +U
2 2 ] UW 2UP+UO UN 2UP LZ
X dy h h

(3.2.2.1) [

[eb)

waarin 82u/8x2 en E)Zu/'ay2 dus eenvoudi g door central e di fferentiequotiénten

zi j n vervangen. Een handige notatie voor fornmules als (3.2.2.1) is de vol -

gende:
0 1 0
2 2
(3.2.2.1") P—?‘ué—z-]:—% ro-4
3x 3y h 0o 1t o0

H erin noteert nen de gew chten die de functie U in de verschillende roos-
terpunten uit de differentieformul e heeft, in een array en wel zodani g dat
de plaatsen in dit array corresponderen net de plaats van de roost er punt en
in het rooster. Voorstelling (3.2.2.1') wordt ook wel de molecuulvoorstel-
Zing genoend.

Vervangt nmen in (3.2.1.1) de differenti aal operator a2/3x2 + a2/3y2
door de differentieoperator (3.2.2.1'), dan gaat het randwaar deprobl eem

over in eenlineair stelsel

(3.2.2.2) AU = %,



waarin u de benadering van de opl ossing u(x,y) in de roosterpunten voorstelt
ent de i nhonogene ternmen van de differentiaal vergelijking en de randvoor -
waarden bevat. Als illustratie stellen we het stelsel (3.2.2.2) op voor het
geval waarin het vierkant O < x <1, O<y S 1 in9 vierkantjes onderver-
deeld is (zie figuur 3.2.2). Voor u, vi nden we dan

Yy
p

U3 |Yg

v U2

0 1

Figuur 3.2.2 Rooster net h = 1/3

1
(173)2 (-4ug + uy + upl - 10ug = -1

en soortgelijke vergelijkingen voor u,, u, en u,- Al dus konen we tot het

2 3
st el sel
-46 9 9 0 uy 1
(3.2.2.2") 9 -4 0 9 u, | - _ 1
9 0 -46 9 u3 1
0 9 9 -46 u4v 1

I n de nunerieke opl ossi ngsnet hoden voor stel sel s afkonsti g van rand-
waar depr obl erren voor partiéle differentiaal vergelijki ngen speelt het spec-
trumvan de coéffici éntenmatri x vaak een bel angrijke rol. In het boven-
staande geval van h = 1/3 zien we direct dat de ei genwaarden reéel zijn
(A i s symmetrisch) en, krachtens de bekende stelling van Gerschgorin, dat
de ei genwaarden in een cirkel net mddel punt - 46 en straal 18 Iiggen.

Der hal ve |i ggen de eigenwaardenin het interval [-64, -281. Voor een wlle-
keurige naaswi jdte h gel dt ook dat A symmetrisch is en vinden we net
Gerschgorin dat de eigenwaarden in het interval



liggen. Uteraardis dit een wat ruwe schatting. Voor een nauwkeuriger ana-
| yse verwijzen we naar de literatuur (e.g. FCRSYTHE & WASOWN 11961]).

3.2.3. De eindige el enent ennet hode

De opl ossing u van (3.2.1.1) nmininaliseert de convexe functionaal

[f 2 2 2 . -
Ifv] = JJ[vx + vy + 10v°-2v Jaxdy
R

over de ruime V van functies die continu zijnop R=[0,11 x [0,1] en nul
zijn op 8r. Voor u gel dt de betrekking

(u_,v. ) + (u ,v ) + 10@,v) = (1,v), v eV,
X X Y Y

waar bij (,) het inproduct over R betekent. De R tz- Gal erki n- met hode best aat

hierin dat we u benaderen door 1I[v] te nmininaliseren over een eindig-dimen~

sional e deelruinte S van V. Als {¢1,...,¢N} een basis is van S, dan wordt de
approximatie u e S van u bepaal d door

/Bus 8¢i Bus 3¢i
3.2.3.1 —= _ —= N = i = ...,N.
( el ) * (By ' 3y ) *100uge) = (e, 1= 1,..0N
Schrijven we u = ZNi=1 q;9, (x,¥), dan vordt q = (ql,-.-,qN)T bepaald door
> >
Aq = Db;

9, 3¢, 9d. 9%,
(22 3 i \
(3.2.3.2) A = ((ax ;e ) + (By ' 5y ) + 106,60 ),

((1,9:)).

o4
]

De eindige-elementenmethode nu bestaat hierin dat S zo gekozen wordt dat
1. u vol doende nauwkeurig is;
2. het stelsel (3.2.3.2) eenijle matrix A heeft en dus ook voor zeer
grote N nog opl osbaar is.
W verdelen rin M= n2 vi erkantj es van gel i j ke oppervl akte ¢ = h2, h de
maasw j dte. Al's roosterpunten ki ezen we



1. de hoekpunten van de vierkantjes: e
2. de mddens der zijden T X
de niddens der vierkantjes R
0,1, (1,1)
x + + + X + X + X
XK + t X 4+ + X+
MK » L¥3
K + + ¥ o+ + +
K + + + + + X
3¢ L2 va X
P + K+ + + X +
(0,0) (1,0)

Figuur 3.2.3 Uniforme el enenten

Voor S kiezen we de ruinte van functies die
1 continu zijnop Ren nul op 5g;

2. op i eder deelvierkantje e, een bi kwadratisch polynoomzijn dwz. een

2
pol ynoom van de vorm (a0+a1x+a2x2)( b0+b1y+b2y2) .
QOn een basis voor Ste definiéren numreren we de roosterpunten van 1
tot en met N = (2n—1)2. De basi sfuncties van S zijn bi kwadrati sche pol ynonen

¢i(x,y) nmet de ei genschap

¢i(Pj) = sij' 1 <i, 7S N.
Het is gemakkelijk te verifiéren dat ¢, (x,y) = Oop die vierkantjes
waart oe Pi ni et behoort. Bijgevolgis a;y = Oals P. en Pj niet tot hetzelf-
de vierkantje behoren. Een blik op figuur 3.2.3 l|eert dat roosterpunten e
aan ten hoogste 24 andere roosterpunten zijn gekoppel d, roosterpunten x aan
ten hoogste 14 en roosterpunten + aan ten hoogste 8 andere roost er punt en.

V¢ werken in fornule (3.2.3.2) uit voor de verschill ende roosterpunten.
Voor de integratie naken we gebrui k van de tweedi nensi onal e regel van Si npson

Voor een rechtvaardi gi ng hi ervan zi e STRANG [1972].



Om conpact aan te geven hoe de verschill ende roosterpunt en aan el kaar

gekoppel d zi j n, gebrui ken we eveneens de nol ecuul notati e.

V¢ krijgen dan

voor de verschill ende soorten roosterpunten de vol gende nol ecul en.

-
0 0 1 0
0 0 -8 0
L 1 -8 28+1Oh2 -8
9
0 0 -8 0
0 0 1 0
Roost er punt en X
0
- 0
0 0 -4 0 0

2 -4

20 -8 22+¢10n° -8 1 of 5
° 0

0 -4 0 0
0
Roost er punten +
0 -4

2

-4 16+10h -4
0 -4

Merk op dat er geen "krui skoppel i ng" optreedt.

van A aanzienlijk groter dan verwacht nmocht worden.

(3232 is als vol

p
O~ vinv Ve

Roost erpunten e

gt bepaal d
h2, voor + roosterpunten,

2
h™, voor X roosterpunten,

2
h™, voor e roosterpunten.

=
~

: o |
-8 0
2
22+10h -4 ;
-8 0
1 0

Bijgevolg is de ijlheid
Het rechterlid van



3.2.4. De net hode van R chardson

Stel dat we het niet-lineaire stel sel
(3.2.4.1) F@) =0

wi I I en opl ossen, waarin £ een gegeven vectorfunctieinuis. In het bij-
zonder beschouwen we stel sel s waarvoor de Jacobi aan

—

rij-index

oF (u)
)’ kol om ndex

(3.4.2.4) J@) =(
du
k
een Zjle matrix is net positieve ei genwaarden. Voorbeel d van een dergelijk
stel sel is het door sem-discretisatie van probleem(3.2.1.1) verkregen
stel sel (3.2.2.2). Dt stelsel is Zineazr zodat J = A. Een voorbeel d van
een niet-lineair stelsel levert de discretisatie van het probl eem

32 32u

(3.2.4.3) == + == - 10 sinh(10 u) = 0,
2

9x oy
net randvoorwaar den van de eerste soort |langs de randen x = O, x = |,
y =Oeny =1 Dt probleemis de twee-di nensi onal e vormvan een probl eem
van Troesch (zi e ROBERTS en SHIPMAN [1972]). Discretisering van de Laplace-
operator |leidt tot het stelsel

>

(3.2.4.3") Au - g(u) = %,

waarin A een matrix is, f een constante vector en de conponenten van g(ua)
door 10 sinh(10 uj) gegeven worden. Het is duidelijk dat de Jacobi aan van
dit stel sel gegeven wordt door

J@) =Aa-DW),

waarin D(u) een diagonaal matrix i s met di agonaal el enent en

d77 = 100 cosh(10 uj).

V¢ beschouwen het iteratieproces

n=112,... .

(3.2.4.4) M Flu) + M
.2.4. Upypp = Opuy - Flu) +(1-0)u .,

-> > . .
De vectoren ugy en u, noeten hierin als startvectoren opgegeven worden. De
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parameters an en w, kiezen we zodanig dat de convergentiesnelheid zo groot
mogelijk is. Daartoe substitueren we in (3.2.4.4)

-
v

> >
u =u +

n n'

waarin U de oplossing van (3.2.4.1) is en vV de fout in de iterand _u>n. Voor

L’n voldoende dichtbij de oplossing —G geldt

-> > o ->
(3.2.4.5) Ve < [an-wnJ(u)]vn+ (1-a)v ;-
> > - >
Stel dat we U, = Ugs dus Vi =Yg gekozen zouden hebben. Uit (3.2.4.5) volgt
dan dat
(3.2.4.5") v___ =P (J(W)V
e Va1 T n WiV
waarin Pn een polynoom van de graad n is met Pn(O) = 1.

Blijkbaar moeten we de parameters a, enw zodanig kiezen dat ||Pn(J('13))Il
zo klein mogelijk is. In de practijk vervangt men deze opgave door een iets
eenvoudiger probleemstelling: Kies P zodani g dat de ei genwaarden wvan
Pn(J(ﬁ))) minimaal zign. Zoals gezegd beperken we ons tot stelsels waarin
J(:) positieve eigenwaarden heeft. Stel dat men bovendien weet dat de
eigenwaarden in een interval La,b] liggen. V& krijgen dan de opgaaf het
polynoom van de graad n te construeren dat de kleinste supremumnorm op het
interval [a,b] heeft met al s nevenvoorwaarde Pn(O) = 1. In een heel ander
verband werd dit rninimaxprobleem al door Markoff in 1892 opgelost en is na
hem nog vele malen herontdekt. In elk geval kende RICHARDSON C19101 de op-
lossing niet en stelde voor an de nulpunten gelijkelijk over het interval
[a,b] te verdelen. Pas in 1950 kwamen Shortley en Flanders met de optimale
verdeling van de nulpunten aandragen. Er geldt namelijk dat de optimale

Pn(z) gegeven wordt door

(3.2.4.6) P (2) =

waarin Tn het Chebyshev-polynoom van de graad n voorstelt. Uit deze identi-

ficatie kunnen de parameters a en W berekend worden; we vinden
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(3.2.4.7) ao_ = 2q —Eéigl— w_ = 4 Tn(q) q bta
T e=e = ’ = T T = —_—
n Tn+1(q) n b-a Tn+1(q) b-a

Het al dus gedefini eerde iteratieproces wordt het 29 orde Richardson-proces
genoend. E bestaat ook een 1€ orde Richardson~proces waarin alle a 's
gelijk 1 zijn, dus in feite een éénstaps-iteratieproces. H ervoor gel dt
echter dat aan (3.2.4.6) voor een vaste, vooraf gekozen waarde van n vol daan
wor dt ; noemdeze waarde N dan gel dt voor de paraneters A

-1
2n+1
(3.2.4.8) w, = 2[a-+b-+(a—b)cos( N n)] y n=20,...,N-1.,
Al hoewel dit proces zuini ger geheugengebrui k heeft, weegt het nadeel dat
van te voren een waarde van N opgegeven noet worden zo zwaar, dat de 2% orde
versi e verre de voorkeur verdient; bovendienis het door (3.2.4.8) gegene-
reerde proces nuneriek instabiel.

3.2.5. Het elininatieproces

V¢ hebben gezi en dat het R chardson-proces vraagt naar het eigenwaarden-
interval [a,bl. Hoe scherper dit interval opgegeven kan worden, des te
efficiénter werkt de nethode. Immers uit (3.2.4.6) vol gt voor grote waarden
van n

~-1(b+a 1 b+a
IPn(z)l < Tn (B:E> 5 exp n[arcosh(;:z>].

Aangezi en arcosh(x) een stijgende functie van X i s, noet men

2a
b-a

zo groot nogelijk kiezen, d.w.z. het eigenwaardeninterval zo scherp noge-
l'ijk bepal en.

Het elimnatieprocesis er op gebaseerd de waarde van a door a > a
te vervangen. Het gevolg is dat de ei genvectoren in de fout Vn behor ende
bij de ei genwaarden binnen het interval [a,b]l des te sneller verdwi jnen,
maar dat de ei genvectoren behorende bij ei genwaarden uit het interval [a,al
blijven hangen en wel in het bijzonder de ei genvector behorende bij de
kl ei nst e ei genwaar de 6rr'nn (zie figuur 3.2).
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Pn(z)

P (8§ . )

« n nmn

- NN ﬁ/
} } Lr\\//\V/\V/\V/\v/ A OA NS>z

B2
a a b

Fig. 3.2. Spectrumvan Pn(J(IJ))).

Het is nogelijk deze dom nante ei genwaarde uit de successieveiteratie-
resul taten -Jn te berekenen. Beschi kken we eennaal over 5min dan kan de
bi j behor ende ei genvect or geél i m neerd worden door de paraneters a, en Wn
zo te kiezen dat Pn(z) een nul punt in ‘Srﬂ'n heeft. Dc uitwerking van dit
elimnatieproces i s nogal technisch en valt buiten het kader van deze
syl l abus. W vernel den al | een dat de convergentieversnel | ing aanzienlijk

is en verw jzen voor verdere details naar MC Tract 20.

3.2.6. Nunerieke experinenten net de procedure Rl CHARDSON

Probl eem (3.2.1.1) werd door mddel van de benadering (3.2.2.1) ge-
transforneerd tot een lineair stelsel van de vorm (3.2.2.2). Achtereen-
vol gens werd de maaswi jdte h = .025, .05 en .1 gekozen. Op deze stel sels
werd het in paragraaf 3.2.4 beschreven proces van R chardson toegepast,
waar van een ALGOL 60 i npl enentatie in de bibliotheek NUMAL aanwezig is (zie
de procedure R CHARDSON gedocunenteerd in section 5.2.1.2.2.1.2 van de
NUVAL- manual ). Voor de grenzen van het spectrumvan de coéfficientenmatrix
gel dt vol gens paragraaf 3.2.2, na verneni gvul di gi ng met - ht om posi ti eve
ei genwaar den te krijgen,

a = 10h2, b =8+ 1Oh2

Een i ets scherpere anal yse dan die net Gerschgorin cirkels | eidt tot de

wat nauwer e grenzen



a = 12h2, b = 8(1+h2).

Aan het eind van dit hoofdstuk zijn het gebrui kte programma en de verkregen
resul t at en weergegeven; het iteratieproces werd beéi ndi gd wanneer de maxi -
mumnorm van het residu h2('AHn- f?) gezakt was beneden 10_5. Een onderl i nge
vergelijking van deze resultaten | aat zi en dat de nunerieke opl ossi ng net
h=.1inl1la2cijfers, endienet h=.05in2 a 3 cijfers overeenstent

met de voor h = .025 verkregen opl ossi ng.

3.2.7. De geconj ugeer de- gr adi ént ennet hode

De geconj ugeerde gradi ént ennet hode (af te korten als GG nethode) is

een proces waardoor het n-dinensional e lineaire stel sel
(3.2.7.1) Au =D, A symretri sch positief definiet,

iteratief wordt opgelost in ten hoogste n stappen. Een van de vari anten,
ontl eend aan REI D 119711 is de vol gende:

> > A—» -l;
o T Po T A ’
> _ > >
Ugrr T U T %Py '
= {r,,p P, P ’
2 2759 272
(3.2.7.2) N - N N .
Toer = AUy T~ P =) - 0Ap,,
-> _ > >
Poer = Tpay T BePy ’
_ (—r -> )/ > >
Bl = (xy Py (Apl.pl) ’ L =0,1,...,
. 8 . . 3 > .
waar bi | PorPyre .- de richtingsvectoren en ForEqre=: de residuvect oren het en.

Aangezi en de richtingsvectoren een A-orthogonaal stelsel vornen ((AEi,Ej) =
= O i f 3) en de residuvectoren een orthogonaal stelsel (zie RAD [19711),
is het direct duidelijk dat in elk geval ?n =0, dus U =0 Uteraardis
het nogelijk dat dit proces eerder afbreekt.

WAt deze met hode aantrekkelijk maakt omgrote ijle stel sels, voort-
komend uit elliptische randwaar deprobl enen, op te |l ossen, is het vol gende:
1. het aantal iteratiestappen is eindig;

2 blijkens formule (3.27.20 hoeft de natrix A niet expliciet neegegeven

te worden al s inputparameter, maar inpliciet in de vormvan een routine



- -
die bij gegeven vector v de vector w = As berekent.

TABEL |

Beschi kbar e routi nes voor de GG net hode

[ Programmatheek - Routi ne 1 Geheugen
ACOLI B G 4n
NUMAL CONJ GRAD 2n

3.2.7.1. QONJ GRAD (NUMAL)

Deze routine is ontleend aan REID [1971]. Al s i nput par anet er s noet en
o.m. worden neegegeven:
1. een begi nschatting van ﬁ;
2 het rechterlid van (3.2.7.1);
3 eenroutine die uit 3 de vector A7 ber ekent ;
4.

een stuurparaneter in de vormvan een toolean expression.

Gedur ende het iteratieproces kan de gebrui ker aan de hand van het
aantal uitgevoerde iteratiestappen en het kwadraat van de resi dunorm
bepal en of het proces doorgaat.

\Voor beel d. Mt behul p van de aanroep

conj grad (matvec,u,b,l,n,
iterate < 10 "and" resi dunorm >=1.0" = 10,

iterate, residunornj;

bepaal t de gebrui ker dat het proces wordt afgebroken als er 10 iteraties
zijn uitgevoerd, of als de kwadraatnormvan het residu kl ei ner dan

1071 .

U tvoer na miteratiestappen:

. . >(m) >

1. een approxinatie u van u;
. >
2. de residuvector ?(m) , overgeschreven op b;

3. de kwadraat norm II?(m) 12



3.2.7.2, GG (ACCULIB)

Deze routine lost het stelsel
(3.2.7.3) Aﬁ + 3 = Q A symmetrisch positief definiet,

op nmet behul p van een variant van de CG net hode, ontl eend aan GINSBURG
[1971]. De gebruiker is hier niet verplicht een beginschatting van u te
geven. WI hij dat toch doen, dan naakt hij dat kenbaar door de boven-
grens van het array u een mnteken te geven. Een ander verschil rmet

CONJ craD is dat CG voortijdig wordt af gebroken als A niet positief definiet
is of te slecht geconditioneerd.

I nvoer paraneters zijn o.m.

een begi nschatting van u (niet verplicht);
de vector b van (3.2.7.3);
een routine die bij gegeven vector Vv de vector w = AV ber ekent ;

>
de bovengrens van het array u;

N w N e

een | abel waarheen de gebrui ker wordt gestuurd bij voortijdige
beéi ndi gi ng van CG
6. het maxi numaantal interatiestappen.

Voor beel d. Met de aanroep
it = 20;
CG(~100,20,b,matvec,x, it,q,e,exit);
"goto" after exit;
exit:
out put(61,"("/," (" process ended prenmaturely ")",/")");
after exit:
< afdrukken gewenste resultaten >

maakt de gebrui ker kenbaar dat

1 een beginschatting gegeven is;
2 het iteratieprocesten hoogste 20 st appen bedraagt;
3 nel ding wordt germaakt van een eventuel e voortijdi ge beéindiging.



U t voer :

1, een approxinatie van u;

2 het aantal iteratiestappen;

3. de vectoren a en 5; dit zijn twee p-dinensional e vectoren; voor de
bet ekeni s verw j zen we naar GINSBURG [1971].

328 lossing van (3.2.1.1) dmv. QGONJ GrRAD en CG

Een van de aantrekkelij ke ei genschappen van de ei ndi ge el ement en-
+
met hode is dat de matrix A en het rechterlid b van (3.2.3.2) vierkants-
gewijs geéval ueerd kunnen worden (zie FELTIPPA & CLOUGH [19701]):

M s oM
A=ZA£; b= ) b;
=1 =

]

o'v
n
/7~ P

3¢, 9¢. 9. 3.

r__J g, _*r_J .
(3.2.8.1) A f [ 7% + 3y + 10¢i¢j]dxdy>,
e

2
f‘bi dxdy); 2 =1,...,M
2

Het gebruik van GG en OQONJ GRAD vereist dat bij gegeven vector v de vector
A\7 wor dt ber ekend door m ddel van een routine matvec. Een en ander

. >
suggereert de segmentsgewijze eval uatie van Av:

> M >
w o= ) W
2=1
(3.2.8.2)
W = A.v L= 1 M
W, = Agv =1,..,

Aangezi en i eder vierkantje ten hoogste negen rooster punt en bevat, bestaat
AR overwegend uit nullen: ten hoogste 81 elenenten zijn # O en door het ont-
breken van krui skoppelingwordt dit aantal zelfs tot 45 gereduceerd. AN

wordt nu al s vol gt berekend:

1. eerst wordt w= A/ op Ogesteld;
2 vervol gens worden op ieder vierkantje e, de negen (of mnder als e, aan
de rand ligt) rel evant e conponenten van va ber ekend en op de juiste

pl aat s opget el d.
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Voor de boekhoudkundi ge aspecten van deze operati e verw jzen we naar
FELIPPA & CLOUGH [1970].

Voor de opl ossing van (3.2.1.1) werd Rin resp. 25, 100 en 400
vierkantjes net naaswi jdten 0.2, 0.1 en 0.05 verdeeld. Onde segments-—
gewijze eval uati e van W = av neer efficiént te kunnen pr ogr amrer en wer den
de randpunt en ook al s roosterpunten beschouwd. Het aantal roosterpunten
werd daardoor 121, resp. 441 en 1681.

3.2.8.1. CONJ GRAD

I ndi en een nauwkeurigheid is vereist van ca. 1%owordt bepaal d dat het
iteratieproces (3.2.7.2) wordt af gebroken al s de resi dunor mkl ei ner dan
10—5 is. Een onderlinge vergelijking | eert dat de opl ossing voor h = 0.2
in2a3cijfers en dat de oplossing voor h = 0.1 in 4 a 5 cijfers overeen-
kont met de opl ossing voor h = 0.05. H eronder drukken we het aant al

. . > >
iterati estappen men IIAum—bIl af.

TABEL 2
h m lau -5 I

m m
0.20 14 4.7710—6
0.10 31 5.6310-6
0.05 63 8.1110—6

3.2.8.2. cG

Aangezi en deze routine geen eenvoudi ge nogel i j kheden geeft om het
iteratieproces tussentijds te sturen, wordt als bovengrens van het aantal
iterati estappen de dimensie van het array u gegeven.
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TABEL 3
h m
0.20 15
0.10 48
0.05 80
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"BEGIN* "INTEGER" N; "REAL" X2y
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"FOR"J§= | "STEP™ | *JINTILN NivpO"
ULI,)Jlts (4eH2K2)Y#AUI],Jlw(AU[I,Jel) ¢AULTI,J¢1)¢AU[Iel,J]
+AU(1+1,J))eH2
*ENDN;

"PROCEDURE™ DUT({K)s "VALUE"™ K; "INTEGER" K
*BEGI Nw "END"}

NitzNs1; Hist/N; H23sHaH) M2K21=HRaK2; INIMATCO,N,0,NsU,0)3
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"FOR" I3=Q"STEP® JSTEP MUNTIL" N ®DO"
"BEGIN™ QUTPUT (6,
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"END"

"END*

*ENDP
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"BEGIN®™ "INTEGER" M; P"REAL" K2j

K2¢= 103 "FOR"™ Ny= 5, 10, 20 "DO"

"BEGIN® "IYTEGFR" NsG, ™, M2, M3, M4, MSQ, I, J, 1T, ISTEP, JSTEP;
"REAL" H, H2, HeK2, EPS) "ARRAY" Ur F[1;(2¢N+1)#%2),

"PROCEDURE* CONJ GRAD(A, X, B, Lr Y4, GO ONs IT, EPS); 'CODE" 34220,
"PROCEDURE™ INIVEC(L,U,A,X); "CODE" 330103

"PROCEDURE" MATVEC(U,AU)s "ARRAY"™ AU, Ul
"BEGIN® "IYTEGER' 1, EL, K1, K2, Li "ARRAY"™ AUX[{3M4l;
INIVEC(1,M5Q,AU,0)s
PCOMMENT" DE RANDWAARDEN WORDEN OP AUX OVERGESCHREVEN
EN WORDEN TIJDELIJU OP NUL GESTELD;
"FOR®™ Is= { "STEP® 1 WUNTIL" M ®wDO®
"BEGIN' AUXI[I)gz ULIl; AUXII+M)g= U[I+MSQeM]y
AUXTI#M2132 UlMa(lat)ell) AUXCI+M3)ss ULTaM],
UfIlss UIMe(lel)et)ts UfIaM)g= ULlIeMSQUeMItm O
"ENDY;
*"COMMENT® OE BIJDRAGEN VAN AU WORDEN NU VIERKANT VOOR
VIERKANT BEREKEND EN OPGETELD;
"FOR" ELt= { "STEP" 1 “UNTIL" NS "DO"
"BEGINN Kig® EL//Nsg K21s EL o KisNg
Lgz "IF" K2 = O "THEN" (K1 e })aM2 t M @ 2
PELSE® 2a(K1aM ¢ K2) « 1}
AUELY t2 AUIL) ¢+ (T+H2K2/4)xU L)
w4 CUIL+1Y ¢UTLeM) )4 (UTLOM2) #UL+21 )72y
AUCL+2) 3= AUILL+2) ¢ (T+H2K2/4)xU L +2)
wda(ULL+LY +UTLAM2) )4 (UTLEM242)¢ULILI Y720
AUIL+M2]) ts AUILeM2) ¢ (T+H2K2/4) 2U L +M2)
wdx (ULLeMI #UTL#M291] ) ¢ (UL ¢M2421¢UL) ) /2
AUTL#M242) 15 AU[LeM242]) ¢ (T¢H2K2/74)2UL+M2¢2])
wda(ULLeMHe2) UTLeM241) )+ (U LMY ¢UIL#2))/2)
AULL+1) 5= AUIL+LY #(22¢H2K2)aU L ¢Y])
wda (UL +UIL42) Il 62U LML) ¢24U[LEM241) g
AUILL#M) ;= AULL+MI ¢ (22+H2K2)xU (LeM]
wla (UL $ULL¢M2]1 )olbali[LeMel]) ¢25UL¢Me2)
AUILOM241) te AULLeM241]4(22¢H2K2IxU[LeM2e1)
sUn(UIL¢M242) +UTL¢M2) Y =160 UL eMe ) +22UL+1]
AUTLeMe2] ;3 AUTL4Me2] £(224H2K2) #U [LeMe2)
wdx (ULL+M242) +UIL¢2) ) w1 b6xULeMet] +22U TL+M]
AUTL+MeL) 5= AUTLeMeL) +(6UHK2A4) *U[LeMeL])
wioa (UIL+E) ¢ULL#MI+U[L4H42) ¢UTLIM241])
*END™;
"COMMENT" DE RANDHAARDEN WOROEN NU IV REKEMING GEBRACHT;
"FOR™ I$= § "STEPN 1 ®"UNTIL"™ H "DO"
*BEGIN™ Lgz 1 AUCLY 1= UTLYg= aux(Ily
L3a I ¢+ MSO r Y 3 AULLY= ULLIj= AUX{T+M1)
L= Ma(l r §) t |; AUCLY 3= ULLY ;= AUX[IeM2]y
Li= IsM; AULLY 1= UILY 3= AUX (I ¢M3)
" END"
"END"™ MATVEC)



Mgz N t N & §3 M23= MMy MIg= MeM2) Mgz MeHIg
MSQ:s MaMp NSJ1= N#Hg Hi= 1/'; H2:i= HaHp H2K23% H2aK2;
INIVEC(1,MSQ,U,0)3 INIVEC(1,M5Q,F,0)9

"COMMENT® EVALUATIE VAN HET RECHTERLIDj

"FOR" T3= M¢2 "STEP" N2 "UNTIL™ MSQ«M #DOn

"FOR"™ J3s] "STEP" 2 ®UNTILY I4M=3 "DO® FJ)i= 4aH2y
"FORY l;= M+3 WSTEP"™ (12 "UNTIL"™ MS0mM "DQ®

"FOR® J; "STEP" 2 "™UNTIL" I¢Me5 "DO" FI[J){= 2xH2g
RFORY 132 M242 "STEPY M2 "UNTIL" MSdeM "DO"

"FOR" J; "STEP™ 2 "UNTIL™ I+Mm3 “DON FIJ1§3 2aH2y
PEOR® 3= M2+3 *STEPY M2 MUNTIL™ MSQeH "DO"

"FOR" Jg=l ®STEP"™ 2 MUNTIL" IyMeS "DO" FlJIts H2y

Honn oo

- e

CONJ GRAD(MATVEC, U, F. 1, M8Q, EPS > 1,0"e}0, IT, EPS);
OUTPUT(61," ("%, " ("RESIDUNORME")"=D,4D"=ZD,
487 (" AANTAL AANROEPEN VAN MATVECI™)*ZZD,
4B" (PAANTAL ROOSTERPUNTEN;")"Z22D,
4B" ("MAASWIJDTE:")",DD,5/")",SORT(EPS),IT,MS0,H)s
J8TEPi= N//7Sy ISTEP3= JSTEPsM;
"FOR™ B2 | WSTEP® ISTEP ®UNTIL™ MSQ e M t § "DO"
*BEGIN" OUTPUTC61,
NCR//0P (0K 5 040p 04l quer 1,08 Y & "INDD,//")", (1//1STEP)#0,1)3
WFOR®™ J3s I 'STEP* JSTEP "UNTIL" I t M = 1 "DO"
OUTPUT(61,"("BBeD,4D"=D")",U(J])
"ENDP

" END"
" END'
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RBEGIN® "INTEGER"™ N; nREAL"™ K23
KPise109 "FOR"N1=10,20,40 "DO"
"BEGINY "INTEGER™ M§, I, Jr K, ISTEP, ITy
"REAL" H, H2r H2K2, RATE, DOMLIGVAL,
"ARRAY" U {03H,08N]r DISCR{1:2]3

"PRYCEODURE™ RICHARDSON(U,LJ,UJ,LL, UL, INAP,RESIDUAL,AsBsNs
DISCR,K,RATE,DOMEIGYAL,0UT); “CODE" 331703

*PROCEDURE™ INIMAT(A,B,C,D,E,F); "CODE' 31081y
"PROCEDURE" DUPMAT(A,8,C,D,E,F); “CODE® 31035

"PROCEDURE" RESIDUAL(U); @ARRAY™ Ul

"BEGIN" "INTEGER™ I, J; "ARRAY"™ AULOSN,08N]y
INIMATCONN, 0, N, AU,0)3 DUPMAT(L,N1,1,Ni,AU,U)?
"FOR"Ig= | ®STEP®" 1 M“UNTIL" NimpO"
"EOR"Jg= | “STEP™ 1 "UNTIL"™ N1"DO®
Ull,J)12 (YeH2KR2)eAUILI,J)e(AU(L,Je1)+AU[T,J+1]¢AUTel,Jd])
+AULI+1,J))wH2

*END" §

*PROCEDURE™ QUT(K)3 "VALUE™ K; "INTEGER" K1
"BEGIN" REND"y

Nit=Nel; HE=1/N; H21SHeHp H2K212H2#K23 INIMAT(O,N,0,N,U,0)3
RICHARDSON(U,1,H1,1,N1,"TRUE",RESIDUAL,12%H2,82(1 + H2),
"IF" DISCRI[1}<"eS “THEN® ¢ "ELSE" 150,DISCR,K,RATE,DOMEIGVAL,0UT)
DUTPUT (61, ("%, "("AANTAL AANRDEPEN VAN RESIDUAL$")"ZZD,
4B" ("CONVERGENTIESNELHEIDs ")"D,4D"eD,
4B" ("RESIDUMNORM; ")"D,4D"=D, 4BY ("MAASHIJDTE; ®)",3D,3/")",
K,RATE,DISCRI(2),H)y ISTLP3;= N//10;
"FOR" I;=0"STEP" ISTEP "UNTIL™ N "DO®
"BEGINM™ OUTPUT(61,

ML/ X 2 0,0, Ouly wumy §408 Y = ")"DLD,//")",(1//71STEPYIXO0,1)8
WFOR®J:=0 "STEP" |STEP “UNTI{" Y "DO"
QUTPUT(61,"("2BeD,4D"eD")",U(I,J])

"END"

RENDW

*ENDN
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"BEGIN* "INTEGER"™ N: MREAL" X2y

KPs= 1ot “FOR™ N3= 5, {0, 20 “DO"

*MEGINM "INTEGER"™ NSQ, M, M2, M3, My, MsQ, I, J, [T, [STEP,
"REAL™ He H2, H2K2, EPS3; P"ARRAY™ U, F[1;(24N+1)aw2],

"PROCEDURE' CONJ GRAD(A, x, B, L, U, CO ON, IT, EPS)3 "CODE"

"PROCEDURE™ INIVEC(L,UsA,X); "CODE' 31010;

"PROCEDURE"™ MATVEC(U.,AU) *ARRAYN AU.. Un
"BEGIN® "INTEGER" I, EL, K1, K2, L3 "ARRAY"™ AJX [f13M4]}
INIVEC(1,M45Q,AU,0)¢
"COMMENT" DE RAHDWAARDEN WORDEN OP AUX OVERGESCHREVEN
EN WORDEN TIJDELIJK GP NUL GESTELD)
"EOR" Ig= 1 "STEP" { *UNTIL® H ®DO"
*BEGINN AUX{Ile= ULIYy AUX{I+HI:=z U[T4MSOeM]y
AUXTI+M2) 1= UlMr(Tel)el); AUX[IeM3)3iz UlIwM);
UlI)i= UIMa(Iet)+1) 3= UlIaM) gz UlIeMSQeMIg= O
"END";
*"{OMMENT" DE BIJDRAGEN VYali AU WORDEN NU VIERKANT VOOR
VIERKANT BEREKEND EN OPGETELD;
"FORY ELss § "STEP® 1 PUNTIL®™ NSQ "DOw
"BEGIN™ Ki3z EL//Ns K213 EL e KiaNy
Li= *]F" K2 3 O "THEN® (K] @ |)2M2 ¢ H w 2
PELSE" 2x(K1eaNM t K2) w» {7
AUILI 3= AUTL] +(7+H2K2/8)»UI[L]
wO4a (ULL+ 1Y 2UTL#M) )¢ (UTL+M2] ¢UTLeR2Y )72
AULL¢2) 53 AULL+23 ¢ [T+H2K2/4) »y L 42)
wda CULLEL) U IL#H$2) I+ (UL SM242]4UILY Y/
AULL#M2] 1= AULL+M2) c(TeH2K2/74) *»U L ¢M2]
wdx (ULL#MI e UTL+M2¢ 1) ) ¢ (UL ¢M242) ¢U LYY /2
AULL#M242) 1= AU[L#M242]1 +(T+H2K2/78)xU (LeM2¢2]
edr(UIL+HI2) FU(LeM2+1Y )¢ (ULEMRT¢UL#2]) /2
AUTL+1Y 3= AULLe1Y o C22¢H2K2)aU[L ¢1]
e4a(UTL) ¢UIL+2) ImlonUtLeMell ¢2aU[LEM2eL)
AUTL#MY 1= AUTL+M) ¢ (224H2K2) xU [L+M)
sda(UILY+ULLeM2))etoxU[LeMe1]) ¢24UIL¢M+2]
AULL+M2¢+1j83 AUCLeM241)4(22¢H2K2)aU[Le¢M241]
wUa(UILeM242) 4ULL+MR2) I mlonU (L eHe L] +2aU L+ ¢
AULL+M+2) = AULL+Me2) ¢(22¢4H2K2) U [L¢Me2)
edx (ULL+M2+2) +ULY2) ) wtbaU(LeMet] 22U TL4M]
AULLEMel) s AULL+Me1Y e(0U+H2K2*4) xU[LaMe L]
wlox (UILe11¢UTLOMI+U[LeMe2) PUTLEM2+1])

"END;
"COMMENT" DE RANDWAARDEN WORDEN NU IN REKENING GEBRACHT)
"FOR" I;= { "STEP" { "UNTIL" M *DQ"
"BEGIN® Li= I} AUIL} 1= UILY 3= AUX[IYt
Liz 1 ¢ MSQ « v 3 aU{L)t=s UILY = AUX(I¢M)y
L3z Mx(l » §) t §3 AU(LIt= UIL) 3= AUX([T¢M2),
Li® IxM AULLI = ULLT g= AUX[I¢M3]

"END"
"END™ MATVEC)

JSTEP;

342203
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M3z N t N ¢ {3 M23= MeMy MIg= MeM2p MUtz MeM3y
MSQ3= MaM; NSQss Natlp H3e 1/N; H2i= HaH; H2K23= H2aKe;
INIVEC(1,4S808,U,0)3 INIVEC(1,M3Q,F,0))

PCOMMENT™ EVALUATIE VAN HET RECHTERLIDS

PFOR® I3z My2 "STEP" M2 "UNTIL® M3QeM “DO®

"FOR™ Jg=] "STEP" 2 "UNTIL" leMa3 "DO" FLJY§= dxH2y
"FOR® B;- M¢3 "STEP® ti2 "UNTIL" MSQeM rDO®

"FOR® J3=] "STEP™ 2 "UNTIL" IsMeS "DO® FJ];= 2¢H2)
"FOR" I:= M2e2 ®™STEP® M2 "UNTIL"™ MSQeM "DO"

PFOR" J;=1 "STEP"™ Z "UNTIL" I4Me3 "DO" FI[J133 24H2g
"FOR" Ig= M2+3 "STEP" M2 “UNTIL®" MSQeM "DQ"

"FOR® Ji=] "STEP" Z "UNTIL" I+MnS "DO" FlJlg= HZ1

CONJ GRAD(MATVEC, U, F, {, MSQ, EPS » 1,0"ei0, IT, EPS);
OUTPUT (61, " ("%, " ("RESIDUNORHI")"eD,4D"eZD,
48" (" AAMTAL AANROEPEN VAN MATVEC3®™)"ZID,
4B ("AANTAL ROOSTERPUNTEMN3")"ZZZD,
48" ("MAASNIJDTE;")",DD,S5/")",SQRT(EPS), IT,M5Q,H)y
JSTEP3;= N//Sp ISTEP;= JISTEPaM;
"FOR" 13= "STEP" ISTEP "UNTIL"™ HSO = H ¢+ 1 *DO¥
" BEGI N" OQUTPUT(61,
WEM//,"("K 5 040, 0,1, eeer 1,03 Y 3 "3*D,0,//")", (1//1STEP)®0,1)
YFOR* Jg= ! "STEP* JSTEP ®*UNTIL* B ¢+ H = § "DO"
BUTPUT(61,"("BBeD,4D"«D")",UlJ])
"END"
"END"
"END ®
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UITGAVEN IN DE SERIE MC SYLLABUS

Ohder st aande ui tgaven zijn verkrijgbaar bij het Mithenati sch Centrum
2e Boerhaavestraat 49 te Ansterdam 1005, tel. 020-947272.

mMcs 11 F. GOBEL & J. vaN DE Lune, Leergang Besliskunde, deel 1:
Wiskundige basiskennis, 1965. 18BN 90 6196 014 2.

MCS 1.2 J. HEMELRIX & J. KrRIENS, Leergang Besliskunde, deel 2:
Kansberekening, 1965. 1sBN 90 6196 015 O.

Mcs 13 J. HEMELRIX & J. KRIENS, Leergang Besliskunde, deel 3:
Statistiek, 1966. 1SBN 90 6196 016 9.

Mmcs 1.4 G DE LEVE & W. MoLeNaar, Leergang Besliskunde, deel 4:
Markovketens, en wachttijden, 1966. I1SBN 90 6196 017 7.

MCS 1.5 J. KRIENS & G. DE lEVE, Leergang Besliskunde, deel 5:

Inleiding tot de mathematische besliskunde, 1966.
ISBN 90 6196 018 5.

MCS 1.6a B DormoOUT & J. KrRIENS, Leergang Besliskunde, deel 6a:
Wiskundige programmering 1, 1968. 1SBN 90 6196 032 O.

MCS 1.7a G DeE LEVE, Leergang Besliskunde, deel 7a: Dynamische pro-
grammering 7, 1968. 1SBN 90 6196 033 9.

MCS 1.7b G DE LEVE & H.C. TIJMS, Leergang Besliskunde, deel 7b:
Dynamische programmering 2, 1970. 1SBN 90 6196 055 X

MCS 1.7¢ G DE LEVE & H.C. TIJMS, Leergang Besliskunde, deel 7¢:
Dynamische programmering 3, 1971. I1SBN 90 6196 066 5.

mcs 1.8 J. KRIENS, F. GOBEL & W. MOLENAAR, Leergang Besliskunde, deel 8:
Minimaxmethode, netwerkplanning, simulatie, 1968.
ISBN 90 6196 034 7.

Mcs 21 G.JR. ForcH, P.J. vaN DER HOUWEN & RP. VAN DE RIET,

Colloquium stabiliteit van differentieschema's, deel 2, 1967.
ISBN 90 6196 023 1

MCS 2.2 L. DEKKER, T.J. DEKKER, P.J. VAN DER HOUWEN & M.N. SPIJKER,
Colloquium stabiliteit van differentieschema's, deel 2, 1968.
ISBN 90 6196 035 5.

Mmcs 3.1 H.A. LAUWERIER, Randvaardeproblemen, deel 7, 1967.
ISBN 90 6196 024 X
Mmcs 3.2 H.A. LAUWERIER, Randvaardeproblemen, deel 2, 1968.
ISBN 90 6196 036 3.
Mmcs 3.3 HA. LAUWERIER, Randvaardeproblemen, deel 3, 1968.
ISBN 90 6196 043 6.
MCS 4 HA. LAUWERIER, Representaties van groepen, 1968.
ISBN 90 6196 037 1.
MCS 5 JH. VAN LINT, J.3. SEIDEL & P.C. BAAYEN, Colloquium discrete

wiskunde, 1968.
ISBN 90 6196 044 4.

KK KoksMa, Cursus AGD 60, 1969. ISBN 90 6196 045 2.



MS 7.1
MS 7.2
MS 8

MS 91

MSS 9.2

MSS 10

MSS 11

MCS 12

MSS 13

MSS 14

MSS 151

MSS 15.2

MSS 15.3

MSS 16.1

MCS 16. 2

MS 17.1
MSS 17.2
MSS 17.3

MSS 18

MSS 19

MSS 20

Col | oqui um Moderne rekennachi nes, deel 1, 1969. | SBN 90 6196 046 O.
Col | oqui um Moderne rekenmachines, deel 2, 1969. | SBN 90 6196 047 9.
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